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1. Elméleti bevezetés (Koves Gabriella)

Ez a jegyzet a halmazok-logika témakorben eddig megjelent irasos munkaim
kiegészitett rendszerez6 Osszefoglalasa.

1.1. Olvasmany

A Dissoi Logoi az eddigi tudasunk szerint a legrégebbi (K. e. 5. és 4. szazad fordu-
16ja) logikaval foglalkoz6 toredék. A mitoredék a hamissag és az ellentmondas
természetével foglalkozik. A logika, mint tudomany a retorika (szénoklattan)
és a dialektika (vitatkozastan) gyakorlatabol fejlédott tovabb. A meggy6z6 ér-
velési formak kozott észrevették, hogy vannak olyanok, amelyekbe barhogy
helyettesitve a szavakat, az érvelés szinte mindig meggy6z48. Arisztotelész (Kr. e.
384-322.) gorog tudos és filozofus, az érvelés meggybz6 ereje helyett a mondatok
igazsagara, a nyelvtani szerkezetekre helyezte a hangsualyt a logikai miveinek
megirasaban.

fgy alakult ki a (hagyomanyos) formalis logika. A formalis logika elsé nagy
osszefoglalasa Arisztotelesz Organon cimid mive volt. A formalis logika kezdettdl
fogva alkalmazott (szorvanyosan) matematikai modszereket, de nem tartott
1épést a matematika fejlédésével.

A XIX. szazadban George Boole (1815-1864), majd Augustus De Morgan (1806-
1871) megteremtették a matematika alapvetd fogalmainak formalizalasat. A
formalis logika megjelenésének koszonheten megszilethettek a matematika
f&bb teruleteinek (aritmetika, analizis, geometria) axiomarendszerei.

A 1900 utan a XIX. szazad végi munkan alapult Gottlob Frege (1848-1925),
Giuseppe Peano (1858-1932), és tobbek kozott Georg Cantor (1848-1918) kuta-
tasaik. A killonbozé kutatasi iranyokat a szimbolikus (néha matematikai vagy
formalis) technikak alkalmazasara iranyul6 altalanos torekvést egyesitette. Fo-
kozatosan ez a kutatas mélyrehat6 valtozasokhoz vezetett a logikardl alkotott
elképzelésben. Létrejotte a modern szimbolikus logika vagy formalis logika,
késébb pedig a fuzzy logikak, a kvantumlogika.

A halmazelmélet néhany alapgondolatat a XIX. szazad elejét6l tobb matematikus
egymastdl fuggetlentil mar megalkotta. Bernard Bolzano (1781-1848), Richard
Dedekind (1831-1916), Georg Cantor, késébb Gottlob Frege (1848-1925) is
ugyanarra az alapotletre épitett. Példaul az azonos szamossag fogalmat: a vég-
telen szamossagu halmaz egy valdédi részhalmazat bijektiv médon képezik le
magara a halmazra. (A bijekcié megfeleltetés két nem feltétleniil kiilonbozé hal-
maz kozott olymodon, hogy az egyik halmaz minden elemének megfeleltetjik a
masik halmaznak pontosan egy elemét, és forditva is. Lasd kés&bb)
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Cantor egyetemi éveiben baratsagot kotott Hermann Amadeus Schwarzcal, 1872-
ben Richard Dedekinddel. Ekkortdl kezdett foglalkozni végtelen szamossagu
halmazok elemeinek sorbarendezésével, 6sszehasonlitasaval. 1874-ben a Crelle’s
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik cim folyodiratban jelentette
meg azt a cikket, amelyet ma a modern halmazelmélet szuiletésének tekintiink.

1930-ban két kivalé matematikus Hans Rademacher és Otto Toeplitz kozépis-
kolas diakoknak irt egy konyvet, ,,Von Zahlen und Figuren” cimen, amelyben
szerepelt egy fejezet a halmazelméletrdl. Talan ez volt az els§, nem csupan
matematikusoknak sz6l6 tankonyvnek is hasznalt konyv, amelyben mar szere-
pelt a halmazelmélet. Magyarul 1954-ben adta ki a T ankonyvkiad6 mindossze
1000 példanyban, de igy is nagy hatassal volt a matematikusokra, a matematika
tanarokra egyarant.

Az otvenes években vilagszerte szamos pedagogus, pszicholégus hangoztatta,
hogy a matematikaoktatas nem felel meg a kor tudomanya és technikaja altal
tamasztott kovetelményeknek.

1957-ben nagy lendulettel megindult a matematikatanitas megreformalasara
iranyul6 New Math mozgalom. Négy, teriiletileg is elkiiloniil6 szintere alakult
ki: az Egyesiilt Allamokban, a nyugat-eurépai allamokban, Anglidban és a Szov-
jetunidban.

Az UNESCO tamogatasaval 1962-ben Nemzetkozi Matematikatanitasi Szimpo-
ziumot rendeztek Budapesten. A tanacskozas hatasara az Orszagos Pedagogiai
Intézet keretein belul Varga Tamas iranyitasaval megkezd6dédott a komplex
matematikatanitasi kisérlet. Ekkor hatarozoédott meg, hogy az Gj magyar mate-
matika oktatast halmazelméleti alapokra épitik, ez els6 osztalytol kezdve a 12-ig.
A komplex matematikatanitast az 1978-as tantervvel vezették be orszagosan.

1.2. A halmazok és a matematikai logika témakorok megjelenése
a jelenkori oktatasban

Egymassal szoros analog kapcsolatban f6leg a ,Gondolkodéasi médszerek” cimszé
alatt osszefoglalt kovetelményekhez kapcsol6dd anyagrészekben jelenik meg
a halmazok és a matematikai logika témakorok Leibniz, Boole, De Morgan és
Frege munkassaganak kovetkeztében

Ugyanakkor megjelenik mindegyik nagy témakor feldolgozasaban is (szamtan—
algebra, relaciok- fuggvények-sorozatok, geometria—mérések, kombinatorika—
valoszintiség—statisztika) Egy-egy témakoron beliil pedig szerepelhetnek az is-
meretelsajatitas el6készitd szakaszaban, az aktualis tananyag feldolgozasaban, a
tanultak megszilarditasaban, begyakoroltatasaban, akkor, amikor a tanultakat
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a tanul6 matematikai miveltségébe beépitjik, és akkor is, amikor a tanultakat
ismételjuk.

Mar az 6vodaban és az alsé tagozaton, de késébb is arra toreksziink, hogy halmaz-
szemléletet alakitsunk ki a tanuldkban Ggy, hogy a megtapasztalt fogalmakat, a
halmazmiveleteket eszkozként tudjak hasznalni majd az 6sszes matematikai
témakorben a feladatok megoldasahoz, az 4j ismeretek kialakitasahoz, beépitésé-
hez. Mindezzel fejlesztjik a gondolkodasi képességeket, melyeknek birtokaban
ugyanezeket a miiveleteket képesek lesznek alkalmazni a nem kifejezetten mate-
matikai tevékenységekben és nem okvetlenil iskolai korulmények kozott.

Kezdetben, mar az iskolas kor el6tt is a vizualis, auditiv, kinesztetikus érzékelést,
észlelést fejlesztd jatékokkal tudatositjuk a megfigyeltetni kivant tulajdonsago-
kat, és kozben fejlesztjuk a gyermekek szobeli, mimikai, targyi tevékenységbeli
lathato, tapinthat6, hallhat6 tulajdonsagait ismertetjuk fel egymastdl elkiilonit-
ve. Példaul a targyakat megkulonboztetjuk tomeguk, térfogatuk alapjan vagy
a feliiletuk érdessége, simasaga, folytonossaga alapjan vagy az alakjuk (dom-
bora, homor, szogletes, sik stb.), a szinuk, esetleg a hangjuk, a hangszinuk
alapjan. A tevékenységek kapcsan tudatosulnak a targyak, é16lények kiilonbozé
tulajdonsagai, ami alapja lesz a késébbi 6sszehasonlitasoknak.

Az ismeretszerzésnek ebben a periddusaban hatékonyan tudjuk alkalmazni az
érzékelést fejleszté jatékokat.

Masolo jatékok példaul: rakd ki ugyanazokat az elemeket; épitsd fel ugyanazt
az alakzatot; végezd el ugyanazt a mozdulatsort, dobbants, tapsolj stb. ugyan-
annyit, mint valaki mas; tapsold vissza ugyanazt a ritmust, énekeld el ugyanazt
a dallamot stb.

Kitalalos jatékok példaul: Az ismert targyak kozul egyet elrejtiink, a tanulénak
ki kell talalnia, melyik ez a targy. Egy mlianyag betfit, szamot betesziink egy
zsakba, vagy letakarunk egy kenddével. A gyermek feladata — anélkul, hogy
latna az elrejtett targyat — a hianyzo6 targyakbol kovetkeztetve vagy tapintassal
kitalalni, melyik targyat rejtettiik el. Vagy a hallott hangok kozil ki kell talalni,
hogy kinek vagy minek a hangjat hallottuk.

Valtoztatos jatékok példaul: Néhany elemi halmaz egyik elemét kicseréljiik egy
masikra. A feladat kitalalni, hogy melyik targyat melyikkel cseréltuk ki. Ugyan-
ennek a jatéknak egy masik valtozata, amikor az elemek sorrendjét valtoztatjuk
meg. Ekkor a feladat lehet a valtozas megjelenitése és/vagy az eredeti sorrend
visszaallitasa.



1.3. A halmazok, logika szerepe az iskolai matematikai teve-
kenységben

El6fordulhat, hogy egyetlen 6vodai foglalkozason, illetve egyetlen tanéran sem
lesz f6 téma a halmazelmélet és/vagy a logika, de példaanyaga at- meg atszovi a
teljes 6vodai matematikai nevelést, az altalanos iskolai tananyagot, és nem csu-
pan a matematikait. Ezért igen nehéz meghatarozni, hogy a matematikadraknak
hany szazalékat forditjuk ennek a témakornek az elsajatitasara, alkalmazasara
az egyes évfolyamokon.

Az iskolaban matematikai logika megjelenhet mar az els6 osztalytdl kezdve
a kijelentések logikai értékének vizsgalataval, az allitasok logikai értékének
meghatarozasaval (igaz, hamis allitasok); egy-, illetve kétvaltozds nyitott mon-
datok (logikai fuggvények) megoldasaval; kvantorokkal képzett kijelentések
értelmezésével.

Az allitasokkal végzett miveletek: példaul az allitasok tagadasa, atfogalmazasa,
osszekapcsolasa (a ,logikai és” (konjunkcio), a , logikai vagy” (diszjunkcié) mive-
letek alkalmazasa) segitik nemcsak a matematikai fogalmak, hanem a koznyelvi
kifejezések pontos hasznalatat is.

A halmazok és a matematikai logika szoros kapcsolatuk miatt elvalaszthatat-
lanok egymastdl, igy a halmazok is megjelennek mar az 6vodas korban, de
elStte is a csaladi nevelés kezdetén. Az iskolai tananyagban a halmaz fogal-
mat mindegyik témakorben felhasznaljuk. Példaul a szamtan-algebraban mar
a szamlalasnal, a természetes szam fogalmanak értelmezésénél, a mennyiségek
mérdszamanak meghatarozasanal, az alapmiveletek bevezetésénél. A relaci-
ok, fuggvények témakorben a relaciok értelmezésében, a halmaz-részhalmaz
viszony felismerésében, értelmezésében, a geometriai témakorokben a ponthal-
mazok vizsgalatakor. A kombinatorika, valoszinliség, statisztika témakorok sem
nélkulozik a halmazszemléletet.

Ajanlott irodalom

Hans Rademacher—Otto Toeplitz (2009) Szamokrdl és alakzatokrodl, Bevezetés a
halmazelméletbe 69-80. o., Typotex Elektronikus Kiad6 Kft, Budapest
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2. A matematikai logika és a halmazelmelet legele-
mibb fogalmai (Koves Gabriella)

A matematika fejlédésével sziikségessé valt szamos fontos, a matematika alapjai-
val kapcsolatos kérdés tisztazasa.

Ilyen kérdések lehetnek:

Milyen allitasokat fogadunk el a matematikaban?

Mikor neveziunk igaznak egy allitast?

Mi a definici6? Mikor jo egy definicié?

Milyen definialasi médokat fogadunk el a matematikaban?

Mi a bizonyitas? Jo-e a bizonyitas?

Milyen bizonyitasi eljarasokat fogadhatunk el a matematikaban?

Ellentmodasmentes-e valamely matematikai rendszer felépitése?

(Ellentmondasos a rendszer, ha talalhaté benne olyan allitas, amelynek az igaz-
sagat az adott rendszerben be tudjuk bizonyitani, de az allitas tagadasardl is
bizonyithato, hogy igaz.)

Az ilyen tipust problémak megoldasaban hasznos eszkoznek bizonyult a mate-
matikai logika, amely a matematika eszkozeivel irja le a logikus gondolkodas
torvényszertiségeit. Az el6z6 olvasmanybdl lathatd, hogy a hagyomanyos forma-
lis logika és a matematikai logika lényegében ugyanaz a tudomany, az utobbi az
el6bbinek a tovabbfejlesztése.

A matematikai logika nem vallalkozik altalaban a gondolkodas torvényeinek
feltarasara, sem az emberi gondolkodas filozofiai problémainak elemzésére. Ezek
a kérdések a szélesebb értelembe vett logika, illetve filozofia korébe tartoznak. A
tovabbiakban logikan mindig matematika logikat fogunk érteni.

2.1. Kapcsolat a nyitott mondatok, az allitasok és a halmazok
kozott

A jegyzet szerkezetének, a fogalmak egymashoz kapcsolédasanak megértéséhez
el6szor elemezznuk egy feladatot.

A barati tarsasagnak kilenc tagja van: Anna Béla, Cili, Dénes Elemér Fanni Gabi
Hugé és Ilona.
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Kozuluk az egyetemunkre jar Dénes, Fanni, Hug6 és Ilona.

Ha az el6z6 mondatot nem ismerjuk, akkor a ,, Ki az, aki a barati tarsasag tagjai
kozil egyetemre jar?” kérdésre gy tudunk valaszolni, hogy a tarsasag minden
tagjatol megkérdezzik, hogy 6 az egyetemiinkre jar-e.

Az nyitott mondatra adott valasz-
bol fogjuk tudni hogy ki jar a mi egyetemiinkre és ki nem.

Azért tekintjuk ezt a mondatot nyitott mondatnak, mert az eljaras kezdetén még
rejtély szamunkra, hogy ki jar a mi egyetemuinkre és ki nem.

Helyettesitsuk be ,a barati tarsasag tagja” helyére egy-egy nevet a barati tarsasag
tagjai kozul.
a) Anna a mi egyetemiunkre jar.
b) Béla a mi egyetemiinkre jar.
c) Cili a mi egyetemunkre jar.
d) Dénes a mi egyetemiinkre jar.
e) Elemér a mi egyetemunkre jar.
f) Fanni a mi egyetemiinkre jar.
g) Gabi a mi egyetemiinkre jar.
h) Hugo a mi egyetemuinkre jar.
i) Ilona a mi egyetemuinkre jar.

Kilenc allitast kaptunk. Ezekrél az allitasokrol egyértelmien el tudjuk donteni,
hogy ki jar az egyetemiinkre és ki nem, azaz melyik igaz allitas, és melyik nem
az, azaz hamis. Masként fogalmazva meg tudjuk hatarozni az allitasok logikai
érteket. (Lasd késébb.)

Igaz allitasok: d) f) h) i). Hamis allitasok: a), b), c), e), g).

Ugyanakkor a barati tarsasag tagjait tekinthetjuk egy halmaz elemeinek. Hivjuk
ezt most B halmaznak.

A B halmaz elemei: Anna Béla, Cili, Dénes, Elemér, Fanni, Gabi, Hugo és Ilona.
Az E halmazba pedig azok tartozzanak, akik a tarsasagbol a mi egyetemiunkre
jar.

Az E halmaz elemei: Dénes, Fanni, Hugo6 és Ilona. Pontosan azok tartoznak ide,
akikrdl igaz allitas, hogy a mi egyetemunkre jar.

Ha azt kérdezzik, hogy ,a barati tarsasag tagjai kozul ki jar a mi egyetemunkre”,
akkor a valaszban pontosan az E halmaz elemeit kell felsorolnunk.
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Mondhatjuk, hogy a nyitott mondatunk igazsaghalmaza az E halmaz. Azaz az
alaphalmaznak azok az elemei alkotjak az igazsaghalmazt, amelyek igazza teszik
a nyitott mondatot. Az igazsaghalmazt szoktak megoldashalmaznak is nevezni.

Mi a kapcsolat a nyitott mondat és az allitas kozott?

Ha a targyalasban 1évé6 elemeket egyenként behelyettesitjiik a nyitott
mondatba, allitasokat kapunk.

Mi a kapcsolat az allitas és az igazsaghalmaz kozott?
A targyalasban 1évé igaz allitasok Osszessége az igazsaghalmaz.

Ezen gondolatmenet altalanositasaval eljuthatunk oda, hogy ekvivalensnek
(egyenl$ értékilinek) tekintjiik a matematikai logika fogalmait, azonossagait
a halmazelmélet fogalmaival, azonossagaival. (Lasd késébb.) Ebbdl viszont az
kovetkezik, hogy a matematika logikaban bizonyitott tételek igazak a halmazel-
méletben és forditva is, a halmazelméletben bizonyitottak igazak a matematika
logikaban.

Tehat, ha a matematika logikaban bizonyitottunk egy tételt, akkor tekinthetjik a
halmazelméletben is bizonyitottnak az annak megfelel6 tételt.

Ennek okan megtehetjiik, hogy a matematikai logika alapjait parhuzamosan
targyaljuk a halmazelmélet alapjaival.

2.2. Az allitasok logikai értéke

Allitasainkat kijelent6 mondatokban fejezziik ki. Ezek lehetnek igazak, de lehet-
nek nem igazak, azaz hamisak is.

Egy kijelenté mondattal kapcsolatban az ,igaz”-at, a ,hamis”-at a mondat logikai
értékének nevezzik.

Igaz allitas: Az 5 nagyobb, mint a 3. Ennek az allitasnak a logikai értéke: ,igaz”.

Nem igaz allitas: Az 5 oszthatd 3-mal. Ennek az allitasnak a logikai értéke:
»hamis”.

(A kérdd, a felszolito és az 6hajté mondatok nem lehetnek itéletek, mivel nincs
értelme azt vizsgalni, hogy igaz-e vagy sem egy ilyen mondat. Példaul: Tanuld
meg a logikat! felszolitasnak nincs logikai értéke.)

Megfogalmazhatunk olyan kijelent§ mondatot is, amelynek nincs logikai értéke,
vagyis amelyrél nem tudjuk vagy nem akarjuk eldonteni, hogy igaz-e vagy sem.
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Ilyen allitas példaul: Az 5 szebb, mint a 3.

Azokat a kijelent6 mondatokat, amelyekrdl egyértelmiien eldonthetjik, hogy van-
e logikai értékiik, kijelentéseknek, vagy allitasoknak vagy itéleteknek nevezzik.

Definicio. [téletnek nevezziik azt a kijelentést, amelynek van logikai értéke,
vagyis amelyrdl az adott targyalasban egyértelmten eldonthetd, hogy igaz-e
vagy sem.

A harmadik kizarasanak elve, illetve az ellentmondasmentesség elve alapjan
egy adott targyalas soran egy itélet vagy igaz, vagy hamis, tehat nem lehet mas
logikai értéke, illetve nem lehet igaz és hamis is egyszerre.

Jelolések. Az itéleteket a matematikai logikaban altalaban nagybetiikkel jelol-
juk.

Az ,igaz” logikai értéket (az altalanos iskolai gyakorlattal 0sszhangban) i vagy I;
a ,hamis” értéket h vagy H bettivel jeloljuk.

Példa. Igaz-hamis allitdsokkal mar 6vodas korban is foglalkozunk. Gondoljunk
a kovetkezé csufolodé mondodkara (népdalra):

Dolgozzatok, legények,
Holnap lesz a vasar,
Kifizetlek benneteket,
Ha eljon a csaszar.
Repul a, repul a...

A gyermekek ritmusra egy-egy ujjukkal ttik az asztalt. A monddka végén a
jatékvezetd, aki szintén ugyanagy mozgatja az ujjat, mond egy él6lényt vagy
targyat, példaul ,fecske”. Ha valoban repiilni tud az, amit kimondott, akkor a
gyermekeknek fel kell emelni a keziiket, ha azonban nem repiil, mint példaul a
,kecske”, akkor mindenkinek az asztalon kell tartani a kezét.

Példa. Mondj 3 igaz és 3 hamis allitast a 10 szamrol!

Igaz allitasok példaul ,,A 10 paros szam.” ,A 10 kisebb, mint a 20.” ,,A 10
oszthato 2-vel.”

Hamis allitasok példaul , A 10 oszthat6 6-tal.” ,, 10 >12.” ,A 10 egyjegytl szam.”
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2.3. Egy szempont szerinti valogatas

Melyik targy kertl a talba, és
melyik a vazaba. 6 3 6 { V&

~%"

Hajdu: Gondolkodni j6 1. osztaly

C

Ebben a feladatban el kell donteni, hogy igaz-e, hogy az almat (banant, hoviragot
stb.) a talba tesszuik. Ha igaz, a talba tessziik, ha hamis, a vazaba. Ettdl eltér6 eset
nincs. Azaz nincs olyan targy, amelyet a talba és a vazaba is tesszik, illetve olyan
sincs, amelyet egyik helyre sem tudjuk tenni. Az ilyen valogatasokat szoktuk egy
szempont szerinti valogatasnak is nevezni.

Matematikai értelemben az A halmaz egy osztdlyozdsdt kapjuk, ha fel tudjuk bontani
paronként diszjunkt halmazokra. Masként fogalmazva: a halmazt agy bontjuk fel
részhalmazokra, hogy ezekben a részhalmazokban a halmaz osszes elemét el
tudjuk helyezni, ugyanakkor egyetlen egy elem sem kerulhet két részhalmazba.

Kezdetben az adott halmaz elemeit két osztalyba soroljuk. Az egyik osztalyba
kertlnek az adott tulajdonsaggal rendelkezd elemek, a masikba a tobbi elem, az-
az amelyek nem rendelkeznek az adott tulajdonsaggal. Tulajdonképpen az adott
halmazon belil kiemeltink egy tulajdonsagot (részhalmazt), és meghatarozzuk
annak a tulajdonsagnak a ,nem meglétét” (mas széval az allitas tagadasat, vagy
komplementerét) is. Példaul az osztaly tanuldi kozul kivalasztjuk a fitkat; a
logikai készlet elemeibdl a lyukasakat; az adott egész szamok kozul a parosakat;
az abécé betiiibdl a massalhangzokat; az adott alakzatok koziil azokat, amelye-
ket csak egyenes vonal hatarol stb. Sok-sok ilyen tipusu feladatot talalhatunk,
nemcsak a matematika tankonyvekben.

Az elemek két osztalyba sorolasaval a tanuldk tapasztalatot szereznek egyrészt
két halmaz egyenl6ségérdl, példaul: Jani, Feri, Sanyi menjenek el6szor kezet
mosni. Ugyanezt az allitast (halmazt), jeloljik ki, ha a neveket mas sorrendben
soroljuk fol. Masrészt egy halmaz és komplementerének az el6allitasarol és
ezzel parhuzamosan egy allitas tagadasardl (amely anal6g miivelet egy halmaz
komplementerének meghatarozasaval).

Példa. Az osztaly tanuléi koziil a napkozisek elmentek ebédelni. A tobbiek
az osztalyban maradtak. Add meg a monogramjukkal, hogy kik maradtak az
osztalyban

— az elemek felsorolasaval,
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— az elemek tulajdonsdganak meghatarozasaval!

Megjegyzés. Amikor a komplementer halmaz (C) elemeinek kozos tulajdonsagat
hatarozzuk meg, akkor egy allitas tagadasat végezzuk: A C halmaz elemei a
napkozis gyerekek. A C halmaz komplementerébe a nem napkozis gyerekek
tartoznak.

A valogatashoz kapcsolodo tevékenység lehet targyi manipulacid, példaul a
logikai készlet elemeit rakosgatassal csoportositjuk, de végezhetjuk papiron
rajzolassal, ragasztassal, szinezéssel. Az 0sszetartozo elemeket 6sszekothetjiik
vonalakkal vagy bekarikazhatjuk. A tevékenység megvalasztasat befolyasolja az
adott matematikai téma, a gyermekek fejlettségi szintje. Ugyanazt a feladatot
mas-mas tevékenységgel oldhatjak meg a kiilonbozd fejlettségi szinten all6 tanu-
16k. A tiszta fogalomalkotas érdekében fontosnak tartjuk, hogy az egy szempontu
valogatashoz se csupan egyfajta tevékenység kapcsolddjon.

1. Feladat. Az adott sikidomok kozil valogasd ki azokat, amelyeket

a) hatarol egyenes vonal: ........ ... ... . i ;
b) csak egyenes vonal hatarol: ......... ... . .. . i ;
c) négy egyenes vonal hatarol: .......... ... ... ... i ;

d) legalabb négy egyenes vonal hatarol: .............. .. . .. ... !
frd a megfeleld bettiket a pontozott vonalra!

7 e 0

AT




Megoldas.
a) hatarol egyenes vonal: A, V,C,D,E,F,G,H,K,L,M, O, P;
b) csak egyenes vonal hatarol: A, C, D, E, F, G, K, M, O;
c) négy egyenes vonal hatarol: A, C, E, K, M;
d) legalabb négy egyenes vonal hatarol: A, C, D, E, F, K, M!

2.3.1. Feladattipusok az egy szempontu valogatasokra

A valogatas szempontjat meghatarozhatja a valogato, azaz valogatast végziunk
sajat, mas szoéval valasztott szempont szerint.

Mar az 6vodaban, az elsé osztalyban az alapozo6 id6szakban is fontos ez a teveé-
kenységi forma. Nem csupan a matematikai fogalmak el6készitése szempont-
jabol tartjuk fontosnak, hanem a kreativitas, a gondolkodas rugalmassaganak
fejlesztése érdekében is. A feladat megoldasahoz a tanuldknak elsé 1épéskeént
meg kell hatarozniuk a megadott elemek (halmaz) egy csoportjat (részhalmazat)
tobbnyire ezen elemek kozos tulajdonsagaval. Ezen all vagy bukik a megoldas
sikeressége. A masodik 1épés — altalaban ez bizonyul konnyebbnek — az elemek
elhelyezése ebbe a részhalmazban. A megoldasok megbeszélésekor megtapasz-
taltathatjuk, hogy a dolgok tobbféleképpen is rendszerezhetSk. A kreativabb
tanuldok ugyanazt a halmazt rendezhetik Gjra, mindig mas-mas szempont szerint.

Megjegyzés. Altalaban nem sziikséges, hogy egy halmazba kozos tulajdonsa-
guk alapjan rendezzuk az elemeket. Egy halmazba tartozhatnak olyan elemek,
amelyeknek nincs kozos tulajdonsaguk (azon kivil, hogy egy halmazba soroltuk
6ket). Ha azonban megnevezzik a halmazt, példaul a piros elemek, a paratlan
szamok, vagy a paralelogrammak, akkor a halmazba csak a cimkének (megneve-
zésnek) megfelel$ elemek kertulhetnek.

B&séges a valogatasra valaszthat6 targyak szama és a valogatas szempontjai.
Valogathatunk terményeket példaul fajtajuk, méretuk, sziniik, alakjuk szerint,
de szubjektiv szempontok is szoba johetnek (tetszik, szeretem stb.). Vagy valo-
gathatunk kartyakat a rajtuk szerepl6 abrak szerint; domindt a pottyei szama,
a pottyeinek 0sszege, kiilonbsége vagy ezek oszthatdsaga, a pottyokbdl képzett
kétjegyli szamok valamilyen tulajdonsaga szerint; logikai készlet elemeit szintk,
alakjuk, méretik szerint; szamokat, szavakat (szam- és szokartyakat) valamely
tulajdonsag szerint.
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A jatékok kozul ide sorolhatjuk a meghatarozos jatekokat, azaz az olyan jaté-
kokat, amelyekben a feladat adott valogatasrol a felismert kozos tulajdonsag
meghatarozasa verbalisan vagy tevékenységgel; az 0sszehasonlito jatekokat, ami-
kor az 0sszehasonlitas szempontjabdl lényeges és 1ényegtelen tulajdonsagok
elktlonitése a feladat; a barkochbat, amikor az eldontend6 kérdéseikre kapott
igen-nem valaszokbol kovetkeztetnek egy kigondolt dologra. A barkochbanak
tobb fajtajat is alkalmazhatjuk: a néma barkochbat, amikor a halmaz elemeinek a
csoportositasaval kell kitalalni a gondolt elemet; a valogatos barkochbdt, amikor
egy-egy kérdésre adott valasz alapjan csoportositjak az elemeket mindaddig,
amig ki nem talaljak a gondolt elemet; a relacios barkochbat, amikor a halmazbdl
kivalasztott két-két elem alapjan kell meghatarozni a k6zos tulajdonsagot; a
hagyomanyos barkochbat, amikor mar az elemek ismerete nélkiil, a kérdésekre
adott igen-nem valaszok alapjan kell kitalalni, hogy mire gondoltunk — ennek a
barkochbanak ismert az igazmondods és a hamismondos valtozata is.!

2.3.2. Aziranyitott valogatas

A valogatasnak ebben a formajaban a valogatas szempontjat elére megadjuk,
ezért nevezzuk iranyitott valogatasnak. A feladat megoldasa a fogalomalakitas
szempontjabol kétféle célt szolgal. Egyrészt segitheti a célzott fogalom kialakita-
sat, masrészt visszajelzést ad arrdl, hogy a megoldé milyen mértékben sajatitotta
el, épitette be az adott fogalmat a mar meglévd ismereteinek rendszerébe.

A szempont megadasa tobbféle formaban torténhet. Széban vagy irasban meg-
fogalmazzuk a szempontunkat, de megadhatjuk tevékenységgel is gy, hogy
megkezdjik a valogatast, és ennek alapjan kell azt a tobbi elemmel folytatnia a
tanulonak.

Az egy szempontu valogatasok koziil altalaban a sajat szempont szerintit vé-
gezzik el a legkonnyebben, itt altalaban a nehézség a sajat szempont megfo-
galmazasaban van. Ennél kissé nehezebbnek tiinik a megadott szempont szerinti
valogatas. Ezek kozil pedig a megkezdett valogatas folytatasa a legnehezebb,
azért, mert ebben az esetben el6szor meg kell talalni a valogatas szempontjat
(vagy szempontjait), azt a tulajdonsagot, amely szerint elkezd§dott a valogatas,
majd meg kell keresni a megfelel$ 4j elemeket a valogatas folytatasahoz.

Amennyiben tevékenységgel adjuk meg a valogatas szempontjat, a tanulok fel-
adata a kozos tulajdonsag meghatarozasa. E tulajdonsag alapjan fogjak eldontenti,

IRészletes jatékleirasok talalhatok Makara Agnes (2003): Matematika és modszertana 6vo-
dapedagdgusok szamara — Halmazok, logika, kombinatorika, valészintiség (ELTE TOFK) cimii
konyvében
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hogy mely elemek kertilnek a csoportba (halmazba). A feladat megoldasat kér-
hetjuk tevékenységgel, azaz a tovabbi elemek szétvalogatasaval (rakosgatassal,
rajzolassal, szoban vagy irasban), a kozos tulajdonsag verbalis meghatarozasaval,
azaz cimkézéssel, vagy mindkett&vel. Ez utobbi esetben el kell donteniink, hogy
melyiket kérjiik el6bb. A tevékenység elvégzésével és meghatarozasaval a jobb
és bal agyféltekés gondolkodas kozotti ,,atjarast” is gyakoroltatjuk.

Az ilyen tipusu feladatok megoldasanak szama fligg a szoba johet6 tulajdonsagok
szamatol és a kivalogatasban megadott elemek szamatol is. A gondolkodas
rugalmassaganak fejlesztése szempontjabol hatékonynak tekintjuk azokat a
feladatokat, amelyeknek egy-egy tanul6 vagy tanuldcsoport a feladatnak tobb
megoldasat is megadhatja.

Amennyiben egy fogalom megértésére, kialakitasara, elmélyitésére vagy ellen-
Orzésére fokuszalunk, célszerlibb olyan feladatot megoldatni, amely az adott
fogalom szerinti csoportositast koveteli meg. (A feladatban megadott szamok
szamkore kijeloli meghatarozza a legalacsonyabb évfolyamot, ahol a feladatot
mar megoldathatjuk.)

A kovetkezd feladattipus a szamkor valtoztatasaval alkalmazhaté mind az 1-4.
évfolyamon, s6t a késébbiekben is.

Példa. A megadott 0; 3; 7; 15; 20; 30; 40; 72; 9; 32 szamok kozul valamilyen
szempont alapjan mar kivalasztottuk:
— A 0-t és a 3-at. Folytasd a valogatast! 0,3, ...t
Mely szamokat valogattad ki?
Jo valasz lehet példaul
a) a harom tobbszoroseit valogatjuk,
b) az egyjegyli szamokat valogatjuk,
c) azokat a szamokat valogatjuk ki, amelyekben szerepel a 0, vagy a 3.

Mely szamokat nem valogattad ki?

a) Azokat a szamokat, amelyek nem oszthatok 3-mal,

b) atobb jegyli szamokat, ebben az esetben mondhatjuk, hogy a kétjegyt
szamokat, mivel nincsennek ketténél tobbjegyt szamok,

c) azokat a szamokat, amelyekben nem szerepel a 0 vagy a 3.
— A 20-at és a 32-t. valogattuk ki. Folytasd a valogatast! 20,32, ............
Mely szamokat valogattad ki?

Jo valasz lehet példaul:
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a) azokat, amelyek oszthatok 4-gyel,
b) azokat, amelyek 3-mal osztva 2-t adnak maradékul,

c) azokat a szamokat, amelyek nagyobbak mint 15, vagy 16, vagy 17
vagy 18, vagy 19,

d) azokat a szamokat, amelyek kisebbek, mint 32. Stb.

Mely szamokat nem valogattad ki?

a) azokat, amelyek nem oszthatok 4-gyel,

b) azokat, amelyek 3-mal osztva 0-t vagy 1-et adnak maradékul,
c) amelyek kisebb vagy egyenlé mint 15, vagy 16, 17, 18, 19,

d) nagyobb vagy egyenlé mint 32.

— A 0-t és a 20-at. Folytasd a valogatast! 0, 20,

A valogatast folytathatjuk példaul ugy is, hogy a 20 tobbszoroseit soroljuk

fel, vagy ugy is, hogy a kerek tizeseket valogatjuk ki a megadott szamok
kozul.

Az elére megadott szempont szerinti valogatas egy specialis esete amikor az
elemek kozott van oda nem ill6. Ekkor a feladat az oda nem ill§ elem megke-
resése. Ezek a , kakukktojas” tipusu feladvanyok. A tobb azonos tulajdonsagu
elem koziil kell kivalasztani azt vagy azokat, amelyek nem rendelkeznek ezzel
az egy tulajdonsaggal. Egy konkrét fogalom alakitasahoz célszer(, ha csupan
egy tulajdonsag alapjan térnek el a targyak.

Példa. Melyik alakzat nem illik a tobbi kozé?

OLIIC

A negyedik, mert a tobbi alakzatnak két par parhuzamos oldala van, ennek pedig
csak egy par.

Ha a targyakat gy valogatjuk 0ssze, hogy egy-egy targynak a tulajdonsaga mas-
mas szempontbol eltér a tobbi elemétdl, akkor tobb megoldasa lesz a feladatnak.
A gyermekek gondolkodasanak rugalmassagat fejleszthetjuk azzal, hogy Gjabb
és ujabb szempontot kell talalniuk.

Példa. A logikai készletbdl kivalogattunk 5 elemet.

00,00
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Melyik alakzat nem illik a tobbi kozé?

Az elemeket csoportosithatjuks: Szin szerint, ebben az esetben balrél az els6 elem
a kakukktojas, mert ez kék, a tobbi piros. Ha lyukassag szerint csoportositunk,
akkor ebben az esetben balrdl a masodik elem nem illik a sorba, mert ez az egy
nem lyukas. Alak szerint csoportositas esetén a haromszog nem illik a korok
kozé. Ha pedig méret szerint csoportositunk (kicsi, nagy), akkor a jobbrdl a
masodik elem, a nagy kor nem illik a kicsi elemek kozé.

Valogasd ki, hogy melyik | (1) ablakiiveg (2, fiiggony (3., tolltart6
targyon halad at a fény,
melyiken nem! papir torlékendé @ celofan

fehér mtianyag palack (7., széktamla

fizet napszemuveg

Példa az egy szempontu valogatasra egy kornyezetismeret tankonyvbdl. Nem
lesz egy szempontu valogatas, ha azt kérdezziik, hogy melyek azok, amelyeken
teljesen-, részben- egyaltalan nem halad at a fény.

2.4. Nyitott mondatok

A matematikaban fontosak azok a vizsgalatok, amelyek soran jol meghatarozott
dolgok 0sszességérdl dontjuk el, hogy mely dolgokra igaz, illetve mely dolgokra
hamis egy adott allitas.

Peélda.
a) Az n oszthatd 3-mal (az n 20-nal kisebb természetes szam).
b) ... aKaroli Gaspar Reformatus Egyetem hallgatdja.

c) x+3 =2x—-4 (az x racionalis szam).

A fenti példakban az alany helyén kipontozassal, illetve bettivel (az als6 tagoza-
tos taneszkozokben esetleg kerettel, kis szimbélummal, késébb bettivel) jelolt
valtozo all, ezért ezek az allitasok nem itéletek, hiszen nincs logikai értékiik.

Ha az a) példaban az n helyére kiilonboz6 20-nal kisebb természetes szamokat
irunk, akkor itéleteket kapunk, amelyeknek egyértelmtien eldonthetd a logikai
értékiik:

A 12 oszthat6 3-mal (Igaz.)
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A 0 oszthat6 3-mal. (Igaz.)
A 14 oszthat6 3-mal. (Hamis.)

b) Ha a szoba joheté személyek csoportjat nézzuk egyesével, akkor el lehet
donteni, hogy egy-egy személyre igaz, vagy hamis-e az 4llitas.

A c) olyan nyitott mondat, amelyben két kifejezést az egyenlGségjel kapcsol dssze.
Az ilyen nyitott mondatot egyenletnek nevezzik. Tehat az egyenlet (egyen-
16tlenség) is nyitott mondat, de nem minden nyitott mondat egyenlet (illetve
egyenlGtlenség).

Példa (nyitott mondatra). 2. osztalyos feladat, a hatos szorzotabla bevezetésére.
Ugyanakkor a feladat tapasztalati titon megmutatja a 6-os és a 3-as szorzo6tabla
kapcsolatat is.

10 20 30

A 0-r6l indulva hat ugyanakkorat| ——
lépiink a szamegyenesen. Hova ér- o
keztuink? Folytasd a rajzolast! Irj rola
szorzast!

Azaz azt kell eldonteni, hogy az n természetes szam (0 < n < 50) szam oszthato-e
6-tal, illetve 3-mal.

2.5. A matematikai fogalmak értelmezése

Egy fogalmat altalaban Ggy értelmezunk — definialunk —, hogy mar ismert fogal-
makra vezetjiik vissza.

a) Példa a fogalmak nem matematikai szigorasagu értelmezésére

Targy: Dolog:

az a dolog, amelyre szabatosan meg nem nevezett
valamely gondolati E ; tapasztalati, képzeleti vagy gondolati
tartalom vonatkozik targy.

Eszrevehetd a ,,hamis kor” (tautoldgia). Az egyik fogalmat a mésikkal, a méasikat
az egyikkel hataroztuk meg.

b) Példa egy matematikai fogalom értelmezésének logikai szerkezetére

Pont Halmaz Sik Két pont tavolsaga

A kor azoknak a pontoknak a halmaza a sikban,
amelyek a sik egy adott pontjatél adott (nem 0)
tavolsagra vannak.
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Kovessiik néhany 1épésben az egymast értelmezd fogalmak (egyik) lancat:
Egyenes — szakasz — két pont tavolsaga — kor

Mivel véges szamu fogalmat ismeriink, ez a fogalomlanc valahol elkezd&dik
(ha nem tautologia). Kovetkezésképp minden matematikai rendszer felépitése
soran meg kell egyezniink abban, hogy melyek azok a legegyszer{ibb fogalmak,
amelyeket nem kivanunk (vagy nem tudunk) definialni. ezeket a fogalmakat
alapfogalmaknak nevezziik.

Példaul a geometriaban ilyen alapfogalmak lehetnek: pont, egyenes, sik.

A rendszer tobbi fogalmat az alapfogalmak vagy mar korabban definialt fogal-
mak segitségével értelmezzik. Ez az ,épitkezés” — ha nem kovetiink el logikai
hibat — kizarja a tautologiat is.

3. Halmaz, elem, eleme fogalmak (Koves Gabriella)

Mar az 6vodas kortol kezdve alapozunk, konkrét feladatok kapcsan hasznaljuk
a ,halmaz”, az ,elem”, az ,eleme” fogalmakat. A naiv halmazelméletben, ezen
fogalmakat nem definialjuk. Ezek alapfogalmak.

A halmazelmélet nem definialt alapfogalmi:
a halmaz,
az elem és

annak a kapcsolatnak a fogalma, hogy egy elem beletartozik egy halmazba, azaz
eleme-e a halmaznak.

Nem az elnevezések bevésésére helyezzik a fokuszunkat. Van tgy, hogy egy-egy
halmazelméleti probléma megoldasakor a halmaz sz6 el is hagyhat6 vagy mas
szoval helyettesithetd. Példaul az adott ,kosarban 1évé almak” vagy ,,a 10-nél
kisebb természetes szamok” megfogalmazas a , halmaz” sz6 nélkil is ugyan
ugy értelmezhetd, mint a halmaz szoval egytitt. A geometridban sok esetben
a halmaz helyett kiilonbozé alakzatokroél beszéliink. Példaul ilyen alakzat a
korvonal, (egy ponttoél adott tavolsagra 1évé pontok halmaza) vagy a korlap,
(egy ponttol adott tavolsagnal nem tavolabbra 1évé pontok halmaza) ezeket
ponthalmaznak tekinthetjik. Részhalmaz fogalmat alakitjuk, a részhalmaz sz6
emlitése nélkul példaul akkor amikor a kosarban 1év6 almak kozul kivalogatjuk
a pirosakat. Vagy amikor az egyjegy(i természetes szamok kozul kivalogatjuk a
parosakat.
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A ,halmaz” sz6 helyett az altalanos iskolaban hasznalhatjuk példaul az ,0sszes-
ség”, ,csoport”, az ,elem” helyett a ,targy”, ,egyed”, ,dolog”, a ,beletartozik”
helyett az ,eleme” szavakat is.

Jelolés. A halmazokat altalaban a latin nagybettikkel, az elemeiket a kisbettikkel
jeloljuk. Ha a halmaz elemeit felsoroljuk, akkor kapcsos zarojelet hasznalunk.
B=1{2;3;5;7}.

Jelolés (Nem alapozo szint( jelolés). Az a elem beletartozik az A halmazba: a € A

(olv. ,,az a eleme az A halmaznak”).

A b elem nem tartozik bele az A halmazba: b ¢ A (olv. ,,a b nem eleme az A
halmaznak”).

A halmaz megadasa. Egy halmaz megadasa eleminek a megadasat jelenti.
A halmazt — egyszer(i esetben — megadhatjuk elemeinek felsorolasaval.

Példaul: B = {0;2;4;6;8}. (Minden elemet csak egyszer irunk le és a sorrend nem
szamit.)

A halmazt megadhatjuk olyan tulajdonsaggal, amely egy alaphalmazbdl ponto-
san a kivant elemeket jeloli ki.

Példdaul: B = {Egyjegyl paros szam} vagy B = {A 10-nél kisebb, kett6vel oszthato
természetes szamok}.

Azonban nem minden halmaz adhat6 meg elemeinek felsorolasaval és tulajdon-
sag megfogalmazasaval.

Példaul: C = {Paros szam}. Ez a halmaz végtelen szamossagt, az 0sszes elem
felsorolasaval nem adhaté meg. Ha nem okoz félreértést, akkor elkezdhetjik az
elemek felsorolasat, és pontozassal jelolhetjuk azt, hogy végtelen sok elem van.

C ={0;2;4;6;...}.

Nehezen adhat6 meg tulajdonsaggal példaul az D = {Magyarorszag Budapest
Margit hid} halmaz.

Ha két halmaznak ugyanazok az elemei, akkor azok egyenlék. A masféle sorrend
vagy masféle alak nem teszi massa a halmazt.

3.1. A szamhalmazokra hasznalt allando jelolések

A halmazok szamossaga a természetes szamok. A 0, 1, 2, 3, ... elemi halmaz.
Jele: N.
N = {Természetes szamok} ={0,1,2,3,...}

Az egész szamok a természetes szamok és azok ellentettjei. Jele: Z
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Definicio. Barmely szam és az ellentettjének az 0sszege nulla. a+(—a) = 0, a e N.
Z = {Egész szamok} ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Racionalis szamoknak azokat a szamokat nevezziik, amelyek felirhatok két egész
szam hanyadosaként. Jele: Q.

Q = {Racionalis szamok}.

ST "y 2 8
Racionalis szamok példaul: 53 =1, 3
A racionalis szamok tizedes tort alakja véges vagy végtelen szakaszos.
A végtelen nem szakaszos tizedestorteket nevezzuk irracionalis szamoknak.

Példaul az a szam, amelyet tgy képziink, hogy a tizedesvessz& utan leirjuk az 1-et,
a 10-et stb., vagyis a 10 hatvanyait novekvé sorrendben: 1,101001000100001...,
irracionalis.

A val6s szamok a racionalis és irracionalis szamok halmaza. Jele: R.

R = {Val6s szamok}

1 2 8
Valés szamok példaul: ——, - =1, -, V2.

22 3
Definicio. Alaphalmaznak nevezziik a targyalas soran figyelembe vett dolgok
Osszességét. Jele: U.

Definicio. Ures halmaznak nevezziik azt a halmazt, amelynek egy eleme sincs.

Jele: 0.

Példa. Az alaphalmaz: U = {20-nal kisebb természetes szamok}; U = {n € N |
n <20}

Adjunk meg egy A halmazt az elemei felsorolasaval: A ={0,3,6,9,12,15,18}.

Ugyelni kell arra is, hogy a gyerekek ne azonositsak a jelolést a halmazzal. Az
A=1{0,3,6,9,12,15,18} akkor is ugyanazt a halmazt jeldli, ha elhagyjuk a kapcsos
zarojelet és csak felsoroljuk a szamokat mint az A halmaz elemeit. Aa 0, 3, 6, 9,
12,15, 18 elemek halmaza.

Egy nyitott mondat megoldasai halmazat, azaz a megolddshalmazt — amennyiben
az a valds szamok egy részhalmaza — megadhatjuk gy is, hogy a szamegyene-
sen bejeloljik a megfelel§ szamokat, vagy (ha felsorolhatdk) tablazatba irjuk.
A fogalom alakitasa szempontjabodl fontos, hogy tobbféle jelolést, illetve tobbféle
szemléltetést is alkalmazzunk.
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Az A halmazt megadhatjuk agy is, hogy meghatarozzuk az elemeinek a k6zos
tulajdonsagat. A = {A 3-mal oszthat6 szamok}.

A halmaz szemléltetésére hasznalhatunk Venn-diagramot (halmazabrat) is.

Helyettesitsuk be az ,n oszthat6 3-mal” nyitott mondatba az n valtoz6 helyére
az alaphalmaz elemeit. Ha az A halmaz valamely elemét helyettesitjiik be, akkor
igaz allitast, ellenkez6 esetben hamis allitast kapunk. Vagyis az A halmaz ennek
a nyitott mondatnak az igazsaghalmaza. Fogalmazhatunk agy is, hogy az A
halmaz minden elemére ennek a nyitott mondatnak a logikai értéke igaz.

Az A halmazt igy is felirhatjuk: A = {n € U | n oszthat6 3-mal}.

2. Feladat. Irja be az egyjegy(i természetes szdmokat a halmazébra megfelels
részébe!

Az alaphalmaz most az egyjegyli szamok halmaza, ezt az dbran a kulsé téglalap
szemlélteti. A feladat szerint ezek kozul a szamok kozil kell kivalasztani a 3

tobbszoroseit, amelyek bekeruilnek a bels6 sikidomba, az A halmazba. A tobbi
szamot (amelyek nem tobbszorosei a 3-nak) a belsd sikidomon kiviilre irjuk.

U]

B

Fontos tudatositanunk a tanuldkban, hogy az egyjegyl szamok mindegyikét el
kell helyezniink az abran, és mindegyik szam csak egyszer fordulhat el6.

A halmazokat cimkékkel lattuk el, igyekezve rovid, de egyértelmt elnevezéseket
talalni. A cimke mindig abba a sikidomba kertil, amelyikre vonatkozik.

Ennek megfelel6en a megoldas:

U]

1 2 4 5 7 8

B
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Azaz: A ={0,3,9}. Nem szabad elfeledkezniink a 0-rol! A 0 is oszthaté 3-mal,
mert a 0 a 3-nak a 0-szorosa.

A kiegészit6 halmaz fogalmanak alakitasat segitheti, ha ezt a halmazt is kulon
cimkével latjuk el:

Egyjegytli szamok |

Ugyanezeket a halmazokat megjelenithetjuk tablazatban is:

Egyjegyti szamok
3 tobbszorosei | 3-nak nem tobbszorosei
0,3,6,9 1,2,4,5,7,8

Mivel példankban szamhalmazokroél van sz6, a halmazokat szamegyenesen is
tudjuk szemléltetni példaul tgy, hogy piros ponttal megjeloljik a 3 tobbszoroseit:

(Ebben az esetben a halmazok elnevezését nem tudjuk feltiintetni.)

A fogalomalakitas szempontjabdl, a gondolkodas rugalmassaganak fejlesztése, a
fogalom erdsitése és hasznalhatosaga végett fontos, hogy hasznaljunk tobbféle
jelolést, szemléltetést.

A fentiekbdl latszik, hogy a Venn-diagram alkalmas a halmazt értelmezé nyitott
mondat szemléltetésére is.

Ha azt kérdezzik, hogy mely szamok nem keriiltek be az A halmazba, akkor a
valaszban ennek a halmaznak is fel tudjuk sorolni az elemeit, vagy meg tudjuk
hatarozni, hogy milyen tulajdonsaguak ezek az elemek. Ezzel el is érkeztink az
elsé mivelethez.

3.2. Logikai miivelet

Definicio. Logika mtiveletnek nevezzik (a formalis logikaban) azt a gondo-
lati eljarast (valamely nyelvi forma alkalmazasat), amely eredményeként egy

27



vagy tobb itéletbdl Gjabb itéletet kapunk Ggy, hogy annak logikai értéke csak a
felhasznalt itéletek logikai értékeétdl fugg.

A logikai miiveletet annyi valtozéosnak mondjuk, ahany itéletbdl hozzuk létre az
4j itéletet. A fenti mivelet az allitas tagaddsa, csak az allitastol figg, igy a fenti
mivelet egyvaltozos.

Definicio. Elemi itéletnek nevezziik azt az itéletet, amelyet nem lehet egysze-
riibb itéletbdl logikai miveletek alkalmazasaval l1étrehozni.

Az Osszetett itéletek az elemi itéletekbdl logikai miiveletekkel képezhetdk.

3.3. Halmazmiiveletek

Mikor tekintiink két halmazt egyenlének?

Definicio. A B halmaz egyenl$ az A halmazzal, ha a B halmaz minden eleme
eleme az A halmaznak, és az A halmaz minden eleme eleme B-nek, vagyis a két
halmaz elemei ugyanazok.

Jelolése: A = B. Azt, hogy A és B nem egyenld, igy jeloljuk: A = B.

A halmazok egyenléségének definicidjabol kovetkezik, hogy az elemeket tetszdle-
ges sorrendben sorolhatjuk fol, tehat ha a fenti A halmaz elemeit mas sorrendben
soroljuk fel, akkor ugyanazt a halmazt kapjuk. Ha egy elemet tobbszor felsoro-
lunk, akkor az csak egy elemnek szamit.

3.4. Részhalmaz, iires halmaz fogalma

Mikor tekintjiik egyik halmazt egy mdsik részhalmazdinak?

Definicio. A B halmaz részhalmaza a C halmaznak, ha a B halmaz minden
eleme eleme a C halmaznak.

Jelolése: B C C vagy C 2 B.

Az alaphalmazon barmely halmaz részhalmaza az alaphalmaznak. A C U. Min-
den halmaz részhalmaza sajat maganak. A C A Az lres halmaz az a halmaz,
amelynek egyetlen eleme sincs.

Az Osszes lehetséges halmaz kozott egyetlen egy tires halmaz van. Ha legalabb
kett$ lenne, azoknak az elemei megegyeznének, (egyiknek sincs egyetlen eleme
sem) ezért — a fentiek szerint — egyenldk.

Az tuires halmaz minden halmaznak részhalmaza. @ C C.
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Az ,ures halmaz” fogalmat legtobbszor a nyitott mondatok igazsaghalmazaval
kapcsolatosan hasznaljuk, amikor az alaphalmaznak nincs olyan eleme, amely
igazza tenné a nyitott mondatot. Az als6 tagozatban nem javasoljuk hasznalni
a jelolését, mert konnyen Osszekeverhetd azzal az esettel, amikor az x = 0 a
megoldas.

Definicio. A B halmaz valdodi részhalmaza a C halmaznak, ha a Bhalmaz minden
eleme beletartozik a C halmazba, de a C halmaznak van olyan eleme, amely nem
tartozik bele a B halmazba. Mas szoéval BC C,de B = C.

Jelolése: B ¢ C vagy C D B.

3. Feladat. Sorolja fol az A halmaz 6sszes részhalmazat! A = {1, 2, 3}

Megoldas. {0}, mert az iires halmaz minden halmaznak a részhalmaza,

az egy elemt halmazok a {1}, {2}, {3};

a két elemt halmazok {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}

és az {1, 2,3}, mert minden halmaz részhalmaza sajat maganak.

4. Feladat. Az alaphalmaz: U = {n € N | n < 20}. (Olvasd példaul: az alaphalmaz
a 20-nal kisebb természetes szamok halmaza.)

H ={n e U | n oszthat6 6-tal}. (Olvasd példaul: az alaphalmaz elemei kozul azok,
amelyek oszthatok 6-tal, vagy azok a hattal oszthat6 szamok, amelyek elemei az
alaphalmaznak.)

K = {n € U | n oszthato 2-vel}. (Olvasd példaul: az alaphalmaz elemei kozul a
kettével oszthatdk, vagy azok a kett6vel oszthat6 szanok, amelyek elemei az
alaphalmaznak.)

a) Abrézoljuk kozos halmazabran a K, a H és az U halmazokat.

U] U]

b) Milyen kapcsolat van a K, a H és az U halmazok kozott?

c) A K és a H halmazok koziil melyik részhalmaza a masiknak?
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Megoldas. a) Kétféleképpen is abrazolhatjuk a K, a H és az U halmazt. A maso-
dik esetben a H halmaz beszinezett része ures.

U] U]

1357 911 13 15 17 19 1357 911 13 15 17 19

b) A K és a H is valddi részhalmaza U-nak.

A K-nak valddi részhalmaza H, Ggy is mondhatjuk, hogy a hattal oszthat6
szamok valddi részhalmaza a kettével oszthatd szamoknak.

A K-nak részhalmaza a K, és a H-nak részhalmaza a H, mert minden halmaz
részhalmaza sajat maganak.

5. Feladat.

a) Melyik abra fejezi ki a kovetkez6 allitast? Minden bogar rovar.

Boga Rovar 4
ogar Bogar Bogar

b) Milyen halmazelméleti kapcsolat van a bogarak, illetve a rovarok halmaza
kozott?

Megoldas. a) A masodik és a harmadik abra helyes. A harmadik abraban a
szines rész ures.

Bogar

b) A rovarok halmazanak valdédi részhalmaza a bogarak halmaza, mert van olyan
rovar, amelyik nem bogar.
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4. A tagadas miivelete (Koves Gabriella)

4.1. Allitasok tagadasa

A koznyelvben egy allitast a ,Nem igaz, hogy ...”, ,Az nem létezik, hogy ...”
»Kizart, hogy ..., ,Tagadom, hogy ...” mondatkezdéssel szoktunk tagadni. A ta-
gadasra vannak emellett mas lehet&ségek is, példaul a ,,nem” tagadoszot iktatjuk
be az allitmany elé, vagy megfeleld koriilirast alkalmazunk.

Példa.
Allitas: Allitas tagadasa:
A fal fehér Nem igaz, hogy a fal fehér.

A fal nem fehér.

A természetes szamok halmazan
A 2 paratlan szam. Nem igaz, hogy a 2 paratlan szam.
A 2 nem paratlan szam.

A 2 paros szam.

Nem igaz, hogy a 2 nem paros szam.

A masodik esetben azért mondhatjuk, hogy a 2 paratlan szam tagadasa 2 paros
szam, mert egy természetes szam vagy paros, vagy paratlan. Nincs mas eset.

6. Feladat. Figyeljuk meg a kovetkezd itéletek logikai értékét!

A: A 12 oszthat6 3-mal. (i) A: Nem igaz, hogy a 12 oszthat6é 3-mal. (h)
N: Az 5 nagyobb 5-nél. (h) N:Az5nem nagyobb 5-nél. (i)

F: A csoportban van fia. (...) F: A csoportban nincs fia. (...)
H: A7 nem primszam. (...) H:Nem igaz, hogy a 7 nem primszam. (...)
Az el6z6 példakban az els6 oszlopban 1év6 itéletekbdl Gjabb itéleteket hoztunk
létre oly modon, hogy a ,nem”, ,nem igaz”, ,nincs” nyelvi formakat alkalmaztuk.
Az 14j itéletek logikai értéke az eredeti itélet logikai értékének az ellenkezdje lesz.

Definicio. Negacionak (tagadasnak) nevezziik azt a logikai miveletet, amely
soran valamely itéletet tgy moddositunk, hogy logikai értéke az ellenkezjére
valtozik.

Jelolés: Valamely P itélet tagadasa —P.

Egy itélet tagadasa esetén nem a nyelvi forma a mérvadoé.

Példaul az el6z6 példaban a H tagadasat a kovetkez6 formaban is megfogalmaz-
hattuk volna: H: A 7 primszam.
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A negaci6 ugynevezett Carol diagrammal abrazolva:

P -P
i h
h i

Igaz allitas tagadasa hamis, hamis allitas tagadasa igaz allitas.
Példa. ,A 18 kétjegyli szam.” igaz allitas, amelynek a tagadasa ,,A 18 nem
kétjegyl szam.” (hamis allitas).

»A 18 egyjegyl szam.”, ,A 18 haromjegyt szam.” stb. allitasok logikai értéke
szintén hamis, de nem tagadasai az eredeti mondatnak. Ezt az oktatasban tuda-
tositani kell a fogalom megértéséhez. A 18 egyjegyl szam azért nem tagadasa az
eredeti mondatnak, mert ebben az esetben a ketténél tobbjegyti szamokro6l nem
mondtunk semmit.

7. Feladat. Allapitsuk meg rendre a kovetkezd itéletek logikai értékét!
P;: A 3 nagyobb az 5 nél. (h)

P;: A 3 nem nagyobb az 5 nél. (...)

P5: Nem teljesiil, hogy a 3 nem nagyobb az 5 nél. (...)

P;: Nem igaz, hogy nem teljesiil, hogy a 3 nem nagyobb az 5 nél. (...)

Megoldas. P;: (h); Py: (i); P5: (h); Py: (i)

A példa felhivja a figyelmiinket a tobbszoros negaciora. Vagyis a negacié miive-
letét barmely itéletre alkalmazhatjuk, azaz tagadhatjuk azokat az itéleteket is,
amelyeket el6z8leg tagadassal hoztunk létre. Mivel az elsé negacié megvaltoztat-
ja, a masodik visszavaltoztatja stb. az itélet logikai értékeét, ezért a paros szamu
negacidk elhagyhatok, a paratlan szamu negaciok egy negacioval helyettesithe-
tok.

Legyen P egy igaz allitas, akkor P tobbszoros tagadasa:

P = i; —-P = h} —|(—|P) = i} —|(—|(—|P)) =h.

Ha Q egy hamis allitas, akkor Q tobbszoros tagadasa:

Példa. Az els6 oszlopban 1év6 (halandzsa nyelven irddott) itéletek logikai értékét
fogadjuk el.

Meghatarozhat6-e ezekb6l a masodik oszlopban 1év6 itéleteknek a logikai értéke?

32



P: Ekete, pekete, cukota (i) |—P: Ekete, pekete, cukotanem |[(...)
pézik. pézik.

Nem igaz, hogy ekete, pekete,
cukota pézik.

S: Efer, gefer nincs (h) | =S: Efer, gefer van guminélin. (...)

guminélin. Nem igaz, hogy efer, gefer nincs
guminélin.

R:5.-6<9 (i) |[-R:5-6>9 (...)

Nem igaz, hogy 5-6 <9.

Eszrevehetjiik, hogy a konkrét itéletektdl elvonatkoztatva csupan a logikai érté-
kek ismeretében is elvégezhetjiik a tagadast. Az Gj logikai értéket az eredeti logi-
kai értékbdl, az itélet tartalmatol teljesen fuggetlenul allapitottuk meg. (h; i; h)

A tagadas logikai értékét a kijelentések ismerete nélkiil is meg tudjuk mondani:
—-i= h; —|h =1.

4.2. Komplementer (kiegészit§) halmaz

Vizsgaljuk meg a tagadast a halmazok esetében is!

8. Feladat (Ovodéban, iskolaban 1. osztalyban, felzarkoéztatas alkalmaval adhat6
feladat). Valogassuk ki a logikai készlet piros elemei kozil a

a) kicsi elemeket,
b) lyukas elemeket,
¢) zold elemeket.

Melyeket nem valogattuk ki?

Az altalunk hasznalt logikai készlet 48 elembdl all. Az elemeknek négy tulajdon-
saga valtozik:

Méret szerint lehet kicsi vagy nagy.

Szin szerint lehet sarga, piros, kék vagy zold.
Lyukassag szerint lehet lyukas vagy teli (nem lyukas).
Forma szerint lehet kor, haromszog vagy négyzet.

Az alaphalmaz ez a logikai készlet.
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Nagy alaktuak
Négyzet alaktiak Kor alaktak Haromszog alaka

wuos - I @O0 AL AA
« I HE 0000 AL AA

Kicsi alaktiak

lyukas -B-- °@°° AAAA
en | 0C00 A AA

Megoldas. a) Az alaphalmaz ennek a logikai készletnek a piros elemei. Az
A = {piros elemek}, a tobbi a maradék elem, amelyeket nem valogattunk ki, a
nagy piros elemek.

b) A teli piros elemeket nem valogattuk ki.

c) Mindegyik piros elem, mert semelyiket sem valogattuk ki a piros elemek
kozul.

Példa. Az asztalon csak piros és kék korongok vannak. Tegytik a piros koron-
gokat az egyik, a tobbit a masik dobozba. Mely korongok kertultek a masik
dobozba?

Valaszolhatjuk azt, hogy a nem pirosak, de azt is, hogy a kék korongok kerultek
a masik dobozba, (de csak ebben az esetben, ha az alaphalmazban nincs mas
szind elem). A valasszal meghataroztuk a piros korongok halmazanak komple-
menterét. Lathatjuk azt is, hogy a tagadas a nyelvi format tekintve tobbféle lehet:
a tagado mondatban szerepelhet a nem tagado6szo, de nélkiile, egy masik tulaj-
donsag megadasaval is azonosithatjuk, megfogalmazhatjuk (,,cimkézhetjik”) a
komplementer halmazt.

5. Kvantoros allitasok (Koves Gabriella)

A logikaban kvantoroknak nevezziik a ,,minden” és a ,,van olyan” kifejezéseket.

A ,Minden, ...”, ,Vanolyan ...” tipusu allitasok logikai értékét is az alaphalmaz
elemeire vonatkoztatva hatarozhatjuk meg.

A ,minden”-t szokas univerzalis kvantornak, a ,létezik” vagy ,van olyan” kifeje-
zéseket egzisztencialis kvantornak nevezni, a kvantorokat tartalmazé allitasokat
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pedig kvantoros allitasoknak. Alsé tagozaton a kvantor szt nem hasznaljuk, de
kvantoros allitasokkal dolgozunk.

A ,Minden”, ,Mindegyik” kezdett allitast akkor fogadjuk el igaznak, ha az
alaphalmaz 0sszes elemére igaz az allitas.

A ,Vanolyan...”, ,Van koztik ...” kezdeti allitasok logikai értéke akkor igaz,
ha az alaphalmaznak van legalabb egy olyan eleme, amelyre igaz az allitas.

A ,minden A-raigaz B” Jelolése: YA: B
A ,van olyan A, amelyre igaz B” Jelolése: 3A: B
A ,pontosan egy olyan A van, amelyre igaz B” Jelolése: 3!A: B

5.1. Kvantoros allitasok tagadasa

A ,minden” és a ,,van olyan” kifejezések szoros logikai kapcsolatara mutatnak ra
a kovetkezé példak.

Példa. Katinak van olyan konyve, amelyik be van kotve. Petire ez az allitds nem
igaz. Mit mondhatunk Peti konyveir6l?

»Petinek nincs olyan konyve, amelyik be van kotve.” vagy , Petinek minden kony-
vére igaz, hogy nincs bekotve.” (Petinek egyik konyve sincs bekotve.)

Példa. Van egy ladank, teli piros almaval.
Errél egy igaz allitas: A ladaban minden alma piros.

Azaz ha A jeloli az almat, B azt a tulajdonsagot, hogy piros, akkor: ,Minden A-ra
igaz B”. Jelolése: VA: B.

Tagadjuk ezt az allitast! Tegyunk a ladaba egy sarga almat. Ekkor a ladaban van
olyan alma, amelyik nem piros.

A ,minden A-ra igaz B” tagadasa: ,Van olyan A, amelyre nem igaz B”.
Jelolése: = (VA: B)=3dA: —B.

A ladankban most piros és sarga alma is van.
Errdl egy igaz allitas: A ladaban van piros alma.

Tagadjuk ezt az allitast! Vegyuk ki a 1adabol a piros almakat. Ekkor a ladaban
minden almara igaz, hogy nem piros. Masképp megfogalmazva, egyik almara
sem igaz, hogy piros.

Azaz: A, Van olyan A, amelyre B” tagadasa: ,minden A-ra nem igaz B”, vagy
»egyik A-ra sem igaz B” Jelolése: —=(JA: B)=VA: —B.
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Kvantoros allitasok tagadasa
Allitas Tagadasa
Minden ... Nem minden ...
Van olyan ..., amelyik nem
Vanolyan ... Nincs olyan ...
Minden ... nem/nincs (egyik ...
sem/sincs)

9. Feladat (Masodik osztalyban is adhaté feladat). Dontsd el, igazak-e vagy
hamisak az alabbi allitasok a 11, 12, 13, 14, 15 szamokra!

a) Mindegyik szam kétjegyt.
b) Mindegyik szam paros.
c) Van koztuk olyan szam, amelyik 10-nél kisebb.

d) Van koztik olyan szam, amelyben a szamjegyek 0sszege paratlan.

Megjegyzés. A ,Minden” és a ,Van olyan” kifejezések helyes hasznalatanak
kialakitasahoz az allitasok megallapitott logikai értékét mindegyik esetben indo-
koljuk.

Példaul az a) allitas azért igaz, mert , A ... szdm kétjegyl.” nyitott mondatba
behelyettesitve a felsorolt szamok mindegyikét, igaz allitasokat kapunk.

b) Hamis allitas, mert van a szamok kozott paratlan. Ilyen pl. a 11.

A ¢) allitas azért hamis, mert nincs egyetlen olyan szam sem a felsoroltak kozott,
amely igazza tenné ,A ... szam 10-nél kisebb.” nyitott mondatot.

d) Elég egy példat mutatnunk, amelyben a szamjegyek 0sszege paratlan. Pl. a 12.

5.2. Az allitasok atfogalmazasa

Az allitasok atfogalmazasa azt jelenti, hogy olyan, az eredetivel azonos logikai
értékd allitast alkotunk, amelynek a tartalma is valtozatlan.

A logikai kotészavak helyes alkalmazasaval a matematika, illetve barmely szak-
nyelv, és a koznyelv hasznalatat, valamint ezek kapcsolatat is erdsithetjiik.

Példa. Fogalmazzunk meg allitasokat az elemekrdl, majd dontsuk el, hogy
igazak-e vagy hamisak!
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1. osztalyban 2. osztalyban

A.AA‘. 10[11]/2] 4] 6] 8

a) Mindegyik alakzat piros. ( Mindegyik szam paros. (H)
b) Csak piros alakzatokat Valasztottunk. Csak paros szamok vannak a tablan.

() (H)

c) Van az alakzatok kozott piros. (I) Van kozottiuk paros szam. (I)

d) Van olyan alakzat, amelyik nem kor Van olyan, amelyik nem a 4
alaka. (I) tobbszorose. (I)

e) Nem mindegyik alakzat kor. (I) Nem mindegyik szam a 4

tobbszorose. (I)
f) Van olyan alakzat, amelyik nem piros. Van olyan szam, amelyik nem paros.

(H) (1)

g) Nem csak piros alakzatokat Nem csak paros szamok vannak a
valasztottunk. (H) tablan. (I)

h) Nincs az alakzatok kozott piros. (H) Nincs kozottik paros szam. (H)

i) Egyik sem piros. (H) Egyik sem paros. (H)

Megjegyzések. A tablazat két oszlopaban szerepld allitasok logikai szerkezete
paronként azonos, tartalmuk azonban eltér6. Az a)-b); a d)—e); az f)-g) és a h)-i)
allitasok egymas atfogalmazasai, ugyanazt jelentik.

5.3. Konjunkcio — metszet

10. Feladat. Két itéletbSl hozzunk létre uj itéletet! Figyeljuk meg a logikai
értékeket!
A: A 11 primszam. (i) ‘B: A 11 nagyobb 10-nél. (i)

AAB: A1l primszam és (a 11) nagyobb 10-nél. (...)

C: A 2 primszam. (i) ‘D: A 2 paros szam. (i)
C AD: A 2 primszam, pedig (a 2) paros szam.(...)

E: Minden rombusz trapéz. (...) ‘F: Semelyik rombusz sem deltoid. (...)
E A F: Minden rombusz trapéz, de semelyik rombusz sem deltoid. (...)

G: Nagy Marta egyetemi hallgato. (h) ‘ H: Nagy Marta baratja nem hallgaté. (i)
G A H: Nagy Marta hallgato, noha a baratja nem az. (...)

I: Petéfi irta a Toldit. (?) ‘]: Arany irta a Janos vitézt. (?)
I A J: Petéfi irta a Toldit és Arany a Janos vitézt. (?)

K: Ekete, pekete, cukota pézik. (h) ‘L: Efer, gefer guminélin. (?)
K A L: Ekete, pekete, cukota pézik, és Efer, gefer guminélin. (?)
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Megoldas. AAB:i; CAD:i; E:i,F:h,EAF:h; GAH:h;I:h,J:h,IAJh; KAL:
h; Az L allitas akar igaz, akar hamis, az 6sszetett K A L allitas hamis.

Definicio. Konjunkcionak (logikai ,és” miiveletnek) nevezziik azt a logika mi-
veletet, amely soran két itéletbdl olyan itéletet alkotunk, amely pontosan akkor
igaz, ha a két eredeti itélet egyidejtileg igaz. Jelolése: P A R.

A konjunkciét tgy hozzuk létre, hogy a két itéletet az ,és”, ,bar”, ,noha”, ,de”,
»pedig”, ,mégis”, ,tovabba” stb. kotészoval kapcsoljuk 0ssze. Ezek a kot6szok (a
logikai mivelet szempontjabol) helyettesitheték az ,,és” kotészoval.

A konjunkci6 esetén is megfigyelhetjiik, hogy a konkrét itéletektdl elvonatkoz-
tatva csupan a logikai értékek ismeretében is elvégezhetjik a konjunkcioét. Az Gj
Osszetett allitas logikai értéket az eredeti logikai értékekbdl, az itélet tartalma-
tol fuggetlenill megallapithatjuk. Azaz a logikai értékekkel is elvégezhetjik a
konjunkciét:

A konjunkci6 (,,logikai és”) Carol tablazata:

p R PAR
1 1 1
i h h
h i h
h h h

iNi=i;iAnh=h;hAi=h;hAh=h

11. Feladat. Két itéletbdl hozzunk létre Gj itéletet! Figyeljuk meg a logikai
értékeket!
A: A 11 primszam. (i) ‘B: A 11 nagyobb 10-nél. (i)

AV B: A 11 primszam vagy (a 11) nagyobb 10-nél. (?)

C: A 2 primszam. (i) ‘D: A 2 paros szam. (i)
CV D: A 2 primszam vagy (a 2) paros szam. (...)

E: Minden rombusz trapéz. (...) ‘F: Semelyik rombusz sem deltoid.(...)
E Vv F: Minden rombusz trapéz vagy semelyik rombusz sem deltoid. (...)

G: Nagy Marta egyetemi hallgato. (h) ‘H: Nagy Marta baratja nem hallgatd. (i)
GV H: Nagy Marta hallgat6 vagy a baratja nem az. (...)

I: Pet6fi irta a Toldit. (?) ‘]: Arany irta a Janos vitézt. (?)
IV]: Petéfi irta a Toldit vagy Arany a Janos vitézt. (?)

K: Ekete, pekete, cukota pézik. (h) ‘L: Efer, gefer guminélin. (?)
KV L: Ekete, pekete, cukota pézik vagy Efer, gefer guminélin. (?)
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Megoldas. AVB:i;CVD:i;E:i,F:h,EVF:i;GVH:i;I:h,J:h,IvV] h;Haaz
L allitas igaz, akkor K Vv L: i, ha az L allitas hamis, akkor az 0sszetett allitas is
hamis K vV L: h.

Definicio. Diszjunkcionak (logikai , vagy” miveletnek) nevezziik azt a logikai
miiveletet, amely soran ket itéletbdl olyan itéletet alkotunk, amely pontosan
akkor hamis, ha a két eredeti itélet egyidejtileg hamis. Jelolés: P v R.

A fenti példakban a ,vagy” kot6szot megengedd értelemben hasznaltuk, vagyis
minden olyan esetben igaz volt a keét itéletbdl a ,,vagy” kotészoval osszekapcesolt
allitas, amikor legalabb az egyik itélet igaz volt.

A diszjunkciot is kiértékelhetjik az itéletek tartalmatdl fuggetleniil, csupan az
eredeti logikai értékek ismeretében:

ivi=i;ivh=i;hvi=i;hvh=h.
A diszjunkci6 (,logikai vagy”) Carol tablazata:

p R PVR
1 1 1
1 h i
h i i
h h h

Megnehezitheti a diszjunkci6 felismerését az, hogy a ,vagy” kot6szot még két
logikai mivelet esetén is hasznaljuk (lasd késébb), valamint az is, hogy a megen-
gedd vagy” kotbszot a mindennapi beszédben helyettesitshetjiik az ,illetve” a
,meg”, az ,és” stb. kotészavakkal is.

5.4. A Sheffer- és a Zsegalkin-mftivelet

A kovetkez6 két példaban a vagy kot6szé nem diszjunkciot jelent.

Példa. ,Ma este (vagy) tancolni megyek, vagy otthon olvasok (de a kett6t egy-
szerre nem).”

Ezzel az 0sszetett itélettel azt akarjuk kifejezni, hogy egyid6ben nem lehet igaz a
kovetkezd két allitas:

P: ,Ma este tancolni megyek”, illetve Q: ,,Ma otthon olvasok”.

Lehet, hogy tancolni fogok, az is lehet, hogy otthon olvasok, s6t még az is lehet,
hogy egészen mast fogok csinalni, de biztos, hogy nem fogok egyidében tancolni,
illetve otthon olvasni.

Ezt az ,0sszeférhetetlenségi vagy” logikai mtiveletet Sheffer-mtveletnek nevez-
zuk.
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Definicio. A Sheffer-miivelettel 6sszekapcsolt Osszetett itélet akkor és csak akkor
hamis, ha mindkét komponense (P és Q is) igaz. Jelolése: P | Q.

Carol diagrammal szemléltetve:

P 1Q [PIQ
i i h
i h i
h i i
h |h i

Példa. Lujza vagy tudja a tételt, vagy megbukik.

Ez az Osszetett itélet azt fejezi ki, hogy a kovetkezd két allitas koziil pontosan az
egyik igaz:

L: ,Lujza tudja a tételt”, illetve M: , Lujza megbukik”.

Ez az allitas nemcsak azt fejezi ki, hogy az L és a M itélet logikai értéke egyideji-
leg nem lehet igaz, hanem azt is, hogy egyidejtileg nem lehet hamis.

Ugyanis ha Lujza tudja a tételt nem fog megbukni, ha nem tudja a tételt, akkor
meg fog bukni.

Ezt a ,kizaro vagy” logikai miiveletet Zsegalkin-miveletnek nevezzuk.

Definicio. A Zsegalkin-mtivelettel Osszetett itélet akkor igaz, ha csak az egyik
vagy csak a masik Osszetevéje igaz.

Jelolés: LAM.

Carol diagrammal szemléltetve:

L M LAM
i i h

1 h i

h 1 i

h h h

Definicio. Logikai miveletnek nevezzuk (a matematikai logikaban) ha a logikai
értékek valamely rendezett rendszeréhez pontosan egy logikai értéket rendeluink
hozza.

Negacio Konjunkcié |Diszjunkcio |Zsegalkin | Kizaro vagy
miivelet
i—h (i;i) — (i;i) — (;i)—h (i;i) —
hi—i (i;h) — (ih) — (i;h) 1 (i;h) —
(h;i) — (h;i) — (h;i) — 1 (h;i) >
(h;h) > h (h;h) — (h;h) 1 (h;h) >
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A logikai miveleteket nyitott mondatokkal is felirhatjuk (a mGveleteket Venn-
diagramokkal is szemléletessé tehetjiik).

Definicio. Az A és B halmaz szimmetrikus kiilonbsége azoknak az elemeknek a
halmaza, amelyek a két halmaz kozul (A vagy B halmazok koziil) pontosan az
egyiknek az elemei. Jelolése: AAB.

AAB={xeU|(xeAAxe&B)V(xe¢ AAx€B)}

Olvasd: az A és B halmaz szimmetrikus kiilonbsége mindazon alaphalmazbeli
x elemek, amelyek elemei az A halmaznak, de nem elemei a B-nek, vagy nem
elemei az A-nak, de elemei a B-nek; roviden, amelyek A és B kozul csakis az
egyiknek az elemei.

12. Feladat. Az alaphalmaz: U = {A 20-n4l nem nagyobb természetes szamok}.
Tekintsiik a kovetkezé nyitott mondatokat!

a:n<10; b: Az n oszthat6 4-gyel; c: Az n Osszetett szam.

Vigyazat! A 0-t nem tekintjiik 6sszetett szamnak! (Sem primszamnak.)

(Definici6 szerint minden 1-nél nagyobb egész szam vagy prim, vagy Osszetett
szam. Egy pozitiv primszamnak pontosan két pozitiv osztdja van. Az Osszetett
szamnak van valddi osztdja, azaz 1-en és Onmagan kivil is van osztdja. A 0 és az
1 sem nem prim szam, sem nem oOsszetett szam.)

Jelolje az a nyitott mondat megoldashalmazat A, ahol A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9};
a b megoldashalmazaat B, ahol B ={0,4,8,12,16,20}; a c megoldashalmazat C,
ahol C =1{4,6,8,9,10,12,14,15,16,18,20}.

El) 0
A —cigazsaghalmaza: ........ ... o

Toltse ki a halmazabrat!

A —cigazsaghalmazat a C megoldashalmaz komplementerének vagy kiegeszito
halmazanak nevezzuk.
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Definicio. Egy C halmaz kiegészit§ halmaza (komplementere) azoknak az ele-
meknek a halmaza, amelyek elemei az alaphalmaznak, de nem elemei a C
halmaznak.

Jelolése: C.

C={xeU|xeC}
b) Mely szamokra igaz az a és b nyitott mondatok konjunkcidja?
A A D

Az aAbigazsaghalmaza: ........ ... ...

Toltse ki a halmazabrat!

U]

Az a A bigazsaghalmaza az A és B halmazok metszete.

Definicio. Két halmaz kozos része (metszete) azoknak az elemeknek a halmaza,
amelyek mindkét halmazba beletartoznak.

Jelolése: ANB
ANB={xeU|xeA,xeB}

Olvasd: az A metszet B halmaz elemei mindazon alaphalmazbeli x elemek,
amelyek elemei az A halmaznak és a B halmaznak is.

c) Mely szamokra igaz az a és b nyitott mondatok diszjunkcidja?

AV b

Az avbigazsaghalmaza: ........ .. .. i

Toltse ki a halmazabrat!

U]




Az aV bigazsaghalmaza az A és B halmazok egyesitése (idegen sz6val unioja).

Definicio. Két halmaz egyesitése (unidja) azoknak az elemeknek a halmaza,
amelyek a két halmaz kozil legalabb az egyikbe beletartoznak.

Jelolése: AU B
AUB={xeU|xeA,xeB}

Olvasd: az A uni6 B halmaz elemei mindazon alaphalmazbeli x elemek, amelyek
elemei az A halmaznak vagy a B halmaznak vagy mindkét halmaznak.

d) Mely szamokra igaz az a és ¢ negacidjanak konjunkcidja (,,logikai és”)? Azaz
mely szamokra teljestil egyszerre az a és a ¢ tagadasa?

aA(—c): n<10 és az n nem Osszetett szam.
Az a A (=c)igazsaghalmaza: ... ... i

Szemléltesse halmazabran az igazsaghalmazt!

Ezt a halmazt az A és C ilyen sorrendben vett kiilonbséghalmazanak nevezzik.

Definicio. Az A és B halmaz (ilyen sorrendben vett) kiillonbsége azoknak az

elemeknek a halmaza, amelyek beletartoznak az A halmazba, de nem tartoznak
bele a B halmazba.

Jelolése: A\ B
A\B={xeU|xeA,x¢B}

Olvasd: az A és B halmaz (ilyen sorrendben vett) kiilonbsége mindazon alaphal-
mazbeli x elemek, amelyek elemei az A halmaznak, de nem elemei a B halmaz-
nak.

e) Mely szamokra igaz az a és b nyitott mondatok kozul csakis az egyik?
Azigazsaghalmaz: ....... ... .

Szemléltesse halmazabran az igazsaghalmazt!
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Definicio. Az A és B halmaz szimmetrikus killonbsége azoknak az elemeknek a
halmaza, amelyek a két halmaz kozul (A vagy B halmazok koziil) pontosan az
egyiknek az elemei. Jelolése: AAB.

AAB={xeU|(xeAAx&B)V(xeAAxeB)}

Olvasd: az A és B halmaz szimmetrikus kiillonbsége mindazon alaphalmazbeli
x elemek, amelyek elemei az A halmaznak, de nem elemei a B-nek, vagy nem
elemei az A-nak, de elemei a B-nek; roviden, amelyek A és B kozul csakis az
egyiknek az elemei.

Megjegyzés. Ez a példa felhivja a figyelmunket a logikai mtiveletek és a halmaz-
miveletek kozti kapcsolatra.

a) =c: Az n nem Osszetett szam. A —c igazsaghalmaza: {1,2,3,5,7,11,13,17,19}=C.

Ulo1 2357 11 13 17 19

46891012

14 15 16 18 20

b) a Ab:n <10 és az n oszthatd 4-gyel. Az a A b igazsaghalmaza: {0,4,8} = ANB.

U| 10 11 13 14 15 17 18 19
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c)aVb:n<10vagy az n oszthat6 4-gyel.
Az aV bigazsaghalmaza: {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,12,16,20} = AU B.
ﬂ 10 11 13 14 15 17 18 19

d) Az a A (—c) (a, de nem c) igazsdghalmaza: {0,1,2,3,5,7,} =AUC =A\C
U] 11 13 17 19

Ez a halmazok korében a halmazkivonas. Nincs logikai miiveleti megfelelGje.
e) Az aobigazsaghalmaza: {1,2,3,5,6,7,9,12,16,20} = AAB
U] 10 11 13 14 15 17 18 19

(A ,kizard vagy” logikai miivelet megfelel6je a halmazok szimmetrikus differenci-
dja. Az abrardl latszik, honnan kapta a nevét.)

13. Feladat. Legyen az A alaphalmazban a H halmaz részhalmaza a K halmaz-
nak: H C K. Abrazolja a halmazabran a H és a K halmazt.

Al
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Hatarozza meg a kovetkez6 mtiveletek eredményét: HNK; HUK; H\ K; KN 0;
HNQ; KUP; KUA; A\H; A\K

Megoldas.
ﬂ HNK=H; HUK =K; H\K =0;

Kn0=0; Hn0=0; Kud=K;
0 KUA=A; A\H=H; A\K=K

14. Feladat (Logikai lapok két szempont szerinti csoportositasa (3., 4. osztalyban
mar adhatunk hasonl6 feladatokat)). Elhelyeztiik a logikai lapokat a kovetkez6
tablazatba. Mely lapokra igaz:

a) Lyukas és négyzet?

b) Lyukas vagy négyzet?

Négyzet Nem négyzet

H BHO0004s.AA
yies |BEEAEOOCOOALAA

H ERO 004 AA
Nemlyukas.D.. ‘O“AAAA

Megoldas. a) Az Gsszes négyzet, amelyik lyukas.

BBl
oron

b) Az osszes lyukas elem, valamint a nem lyukas négyzetek is.

B BRO0-00L-,AAN HE
OEBO0000ALAAANLEN

Példa. Hol helyezkednek el a lyukas és négyzet elemek?

A lyukas elemek a piros részben helyezkednek el, a négyzetek a kék részben.
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=N
L
=L

-N

L
-L

Azon elemek, amelyek lyukasak is és négyzetek is, a piros és a kék rész kozos

részében, a lila részben helyezkednek el.

N |=N
L

-L

15. Feladat. frja le logikai jelekkel, és jelolje a halmazabraban a kévetkezd

meghatarozasokat!

a) Lyukas és

b) Lyukas vagy

c) Lyukas, de nem

d) Nem lyukas,

négyzet. ... négyzet. ... négyzet. ... de négyzet. ...
N |=N N |=N N |[=N N |=N

L L L L

-L -L -L —L

e) Lyukas vagy

f) Lyukas és nem

g) Nem igaz, hogy

h) Nem igaz, hogy

nem négyzet.... |négyzet.... »lyukas vagy »lyukas és
négyzet”. ... négyzet”. ...
N |=N N |=N N |=N N |=N
L L L L
oL SL -L -L
i) Nem lyukas j) Nem lyukas k) Nem igaz, hogy|l) Nem igaz, hogy
vagy négyzet. ... |vagy nem négyzet.,nem lyukas és |, lyukas és nem
négyzet”. ... négyzet”. ...
N |=N N |=N N |=N N |=N
L L L L
-L -L =L =i
Megoldas.

a) Lyukas és
négyzet. LAN

b) Lyukas vagy
négyzet. LV N

c) Lyukas, de nem
négyzet. LA (=N)

d) Nem lyukas, de
négyzet. (-L) AN

a) Lyukas és b) Lyukas vagy c) Lyukas, de nem |d) Nem lyukas,

négyzet. ... négyzet. ... négyzet. ... de négyzet. ...
N |=N N |=N N |=N N |=N

L © L © | L ® L

-L =L |© -L =L |©

47




a) Azokat az elemeket kell kivalogatni, amelyek egyszerre lyukasak is és négyze-
tek is, ezek pedig a lyukas négyzetek.

b) Ebben az esetben az 0sszes lyukas, illetve az 0sszes négyzet a megoldashalmaz.
A lyukasak sordhoz hozza kell venni a négyzetek oszlopat.

c) Itt az 6sszes olyan lyukas elemre van sziikségiink, amelyek nem négyzetek.
Amennyiben a logikai készlet elemeit valogatjuk a lyukas kor és a lyukas harom-
sz0g a megoldashalmaz. A halmazabraban a lyukasak és a nem négyzetek kozos
részét kell jelolni.

d) Az 0sszes olyan négyzet, amelyik nem lyukas.

e) Lyukas vagy  |f) Lyukas és nem |g) Nem igaz, hogy|h) Nem igaz, hogy
nem négyzet. négyzet. L A (=N) |,lyukas vagy »lyukas és
LV (=N) négyzet”. négyzet”.
-(LVN) -(LAN)
N |=N N |=N N |=N N |=N
L |® |© L ©) L L
-L ©) -L -L &) -L

Ez utébbi két megoldas (g) és h)) is magyarazatra szorulhat.

Nem igaz, hogy lyukas vagy négyzet. Ebben a mondatban a ,Nem igaz” kifejezés
utan vessz§ van, ezért a tagadas a ,lyukas vagy négyzet”-re vonatkozik, amelyet
a matematikaban zardjelezéssel szoktunk jelolni. Azaz a (L V N) allitast tagadjuk.

Jeloljuk a tablazatban el6szor az L v N allitast igazza tevd részeket.

N |=N
L |© |©
=L |©

Ennek a tagadasa éppen a kihagyott mez§ lesz.
N |=N

L
=L ©

Ugyanezen elgondolas alapjan a h) feladatban a tagadas a (L A N)-re vonatkozik.
Ezért azt zarojelbe kell tenni.

N |-N
Jeloljuk a tablazatban el6szor a LA N allitast, | L ®) , majd ezt tagadjuk!
L
N |=N
L ©
=L |© ©)
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i) Nem lyukas j) Nem lyukas k) Nem igaz, hogy|l) Nem igaz, hogy
vagy négyzet. vagy nem négyzet.,,nem lyukas és |, lyukas és nem
(-L)VN (=L)A(=N) négyzet”. négyzet”.
~((=L)AN) ~(L A (=N))
N |=N N |=N N |=N N |=N
L |© L © L |© |© L |© |©
=L [©® |® =L ©® |© -L ©® |© =L [©® |®

16. Feladat (Magyaroran, a magas és mély maganhangzok megismerése utan
adhato feladat a komplementer halmaz képzésére.). Sorolja fel a magyar magan-
hangzokat! Karikazza be a mély maganhangzdkat! Hogyan nevezziik azokat a
maganhangzokat, amelyeket nem karikazott be?

17. Feladat. Az alaphalmaz a természetes szamok halmaza.

Szinezze pirossal a szamegyenesen a 3 tobbszoroseit (H halmaz), kékkel a 2
tobbszoroseit (K halmaz).

a) Mely szamokat szinezte lilara?

b) Mely szamokat szinezte ki?

c) Mely szamokat szinezte pirosra, de kékre nem?
d) Mely szamokat szinezte kékre, de pirosra nem?

frja be a halmazébraba 0-tél 20-ig a természetes szamokat!

A feladat akkor adhato fel, ha a tanuldk ismerik a tobbszoros fogalmat. Azaz
ha ismerik a kettes, illetve a 3-as szorzotablat. Ebbdl alakithatjuk ki a 6-os
szorzotablat. Vagy akkor is megoldhato a feladat, ha csak az ismételt 6sszeadas
fogalmat ismerik.

U]

Megoldas. a) Pirosra is és kékre is szinezett szamok a lilara szinezettek. A lila
szamok oszthatok kettGvel és harommal is, azaz oszthato hattal is. K N H
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b) Pirosra vagy kékre szinezett szamok a K U H halmaz elemei.

c) Azokat a szamokat kell meghatarozni, amelyek oszthatok harommal, de
kettével nem. ezek a paratlan harommal oszthaték szamok. Ebben az
esetben a harommal oszthaté szamok részhalmazat hataroztuk meg. H \ K

d) A hattal nem oszthat6 paros szamok halmaza. K\ H

18. Feladat. Legyen az alaphalmaz: a) N = {Természetes szamok} b) Z = {Egész
szamok} c) R = {Val6s szamok}

O

0 3
Mely szamok halmazat jelzi a szamegyenes folé rajzolt (kezd6pont nélkuli)
félegyenes?

Mely szamok halmazat jelzi a szamegyenes folé rajzolt (kezd6ponttal egyttt)
félegyenes?

Megoldas.
0 3 0 3
a) 10,1,2,3,... 3,4,5,6,.
b) |...-3,-2,-1,0,1,2 3,4,5,6,....
¢) |aszam <3 aszam >3

6. Valogatasok tobb szempont szerint (Koves Gabriel-
la)

Egy szempontiu valogatas esetében azt kellett eldonteni, hogy az adott elem
rendelkezik-e vagy nem a szempontban megadott tulajdonsaggal, illetve melyik
az a tulajdonsag, amellyel rendelkeznek vagy éppen nem rendelkeznek az adott
elemek. Tobb szempontu valogatas esetében ugyanezt a tevékenységet végezzuk.
El6szor az egyik szempont szerint dontjuk el, hogy az elem rendelkezik-e az
adott tulajdonsaggal, vagy nem, azutan a masik szerint, és igy haladunk tovabb
az 0sszes szempont alapjan. Lényegesen nehezebb, de jol algoritmizalhat6 az
ilyen tipusu feladat.
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6.1. Két szempontu valogatasok elkészitése

Elsé 1épésként tgy adjuk meg vagy az alaphalmaz elemeit, vagy a valogatas két
szempontjat, hogy ne legyen olyan elem, amelyik megfelel mind a két valogatasi
szempontnak, ugyanakkor olyan se legyen, amelyik egyik szempontnak sem
felel meg.

Peélda.

U]

Valogasd kulon az osztaly tanuléi kozul a fiukat és a lanyokat!

Vélogasd kulon az adott él6lények koziil a novényeket és az allatokat!

Megjegyzés. Az ilyen tipusu valogatashoz a mellékelt halmazabra jol hasznalha-
to.

Késobb legyen az elemek kozott olyan vagy olyanok, amelyek rendelkeznek mind
a két valogatasi szempontnak megfelel6 tulajdonsaggal. Ezeket az elemeket
nem tudjuk elhelyezni az el6bb megadott halmazabraban. Ellentmondashoz
jutottunk, valtoztatni kell az el6bbi abrankon.

Példa. A 30-nal kisebb (természetes) szamok koziil valogassuk ki a 2-vel oszthato,
illetve a 3-mal oszthat6 szamokat!

A feladat megoldasahoz eszkozként hasznalhatunk példaul szamegyenest, tabla-
zatot, Venn-diagramot.

Jeloljuk a szamegyenesen a kett6 tobbszoroseit pirossal, a harom tobbszoroseit
kékkel! A szamegyenesrdl leolvashato, hogy az egyik tulajdonsaggal sem ren-
delkez6 elemek azok, amelyeket nem jeloltiink meg. A mindkét tulajdonsaggal
rendelkezd elemek pedig azok, amelyeket pirossal is és kékkel is, azaz lilaval
jeloltunk meg.

———0—0—0—+—0—+—0—0—0—+—0—+—0 00— —+—0—+—0—0—0—+—0—+—0—0—0—+—0>
01 2 3 456 7 8 91011121314151617 18192021 222324252627 28 29 30
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frjuk be a tablazat megfelel§ cellaiba a szdmokat 0-t6l 29-ig!

2-vel oszthato 2-vel nem oszthato
szamok szamok
3-mal oszthato szamok |0, 6,12, 18, 24, 3,9,15,21, 27,
3-mal nem oszthato 2,4,8,10, 14, 16, 20,|1,5,7,11,13,17, 19, 23,
szamok 22,26, 28, 25,29

A feladat Venn-diagrammal szemléltetve:

U| 157111317 19 23 25 29

Az ilyen tipust feladatokkal a tanulok tapasztalatot szerezhetnek a halmazm-
veletekrdl és a logikai miveletekrdl egyarant.

A két halmaz kozds részébe (metszetébe) irjuk azokat a szamokat, amelyek mind
a két tulajdonsaggal rendelkeznek, azaz oszthatok 2-vel is és 3-mal is. (A szam-
egyenesen a lilara szinezett szamok, a tablazatban a bal fels cellaban 1év6
szamok.)

ﬂ15711131719232529

Ha azt kérdezzuk, hogy melyek azok a szamok, amelyek legalabb az egyik tu-
lajdonsagnak megfelelnek, azaz oszthatok kettével vagy harommal. Pontosan
azokrol a szamokrol beszéliink, amelyeket megjeloltiink a szamegyenesen va-
lamilyen szinnel, illetve amelyeket a Venn-diagramban a beszinezett részbe
soroltunk.
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E‘ 157111317 19 23 25 29

A vagy sz6 hasznalataval 6vatosan kell bannunk, mert a magyar nyelv ezt a sz6t
kizaro értelemben is hasznalja (lasd el6bb, és a szimmetrikus kiillonbségnél).

A metszet és az uni6é miveletek alkalmazasakor a tanulok tapasztalatot szerez-
hetnek e miveletek kommutativ tulajdonsagarol is.

Ha a kérdésunk az, hogy:
Melyek azok a szamok, amelyek oszthatok 2-vel, de 3-mal nem? vagy
Melyek azok a szamok, amelyek oszthatok 3-mal, de 2-vel nem?

akkor e két miivelet alkalmazasaval tapasztalatot szerezhetnek a tanuldk arrdl,
hogy az A és B halmaz kiillonbséghalmaza nem egyezik meg a B és A halmaz
kilonbséghalmazaval, azaz ez a miivelet nem rendelkezik a kommutativ tulaj-
donsaggal.

1]15711131719232529 £|15711131719232529

Legyen most a kérdésuink az, hogy ,Melyek azok a szamok, amelyek a két
megadott feltétel kozil pontosan az egyiknek felelnek meg?”, azaz melyek azok
a szamok, amelyek oszthatok 2-vel vagy 3-mal, de nem oszthatok 2-vel és 3-mal,
azaz nem oszthatok 6-tal. Ez az allitas kifejezi, hogy a két allitas (az A és a B
itélet) logikai értéke egyidejlileg nem lehet igaz, illetve egyidejlileg nem lehet
hamis.
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ﬂ15711131719232529

Megjegyzés. Mar a kezdeti iddszakban, a konkrét tulajdonsagok felsorolasakor
is szoktassuk a tanuldkat a halmazelméletben és a matematikai logikaban meg-
szokott kifejezések pontos hasznalatara (nem, és, vagy, mindegyik, van olyan,
egyik sem, a halmazok része, kozos része, egyesitett része stb.).

6.2. Két szempontu valogatas
A két szempontui vdlogatdsok sordn egyidejtileg négy tulajdonsagot kell figyelembe

vennunk. Az egyik és a masik szempont meglétét vagy meg nem létét. Az igy
kapott 4 részhalmaz mindegyike kifejezheté halmazm{veletekkel:

Az egyik allitas igaz Az egyik allitas hamis
A masik allitas igaz |I. mindkét szempontnak |III. pontosan a masik

megfelel elemek szempontnak megfelel$
halmaza (a két halmaz |elemek halmaza (a két
metszete) halmaz kilonbsége)

A masik allitas hamis | II. pontosan az egyik IV. egyik szempontnak
szempontnak megfelel§ | sem megfelel6 elemek
elemek halmaza (a két |halmaza (a két halmaz
halmaz kilonbsége) unidjanak
komplementere)

A két megadott szempont természetesen lehet olyan is, hogy a fenti négy tulaj-
donsagnak megfeleld részhalmazok kozil egybe vagy tobbe nem keriil elem. Ha
a II. vagy III. tartomany marad uresen, akkor a B halmaz részhalmaza az A-nak,
vagy az A részhalmaza a B-nek. Ha az I. tartomany tures, akkor az A és B halmaz
diszjunkt, nincs kozos elemuik. Ha a IV. tartomany tres, akkor az alaphalmaz 2
részhalmazra osztalyozasarol beszélink.

Példa. A 30-nal kisebb természetes szamok koziil valogassuk ki a parosakat (P),
illetve a 4-gyel oszthatokat (N)!
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A valogatas soran megallapitjuk, hogy minden 4-gyel oszthaté szam oszthato
2-vel is, azaz paros. A szamokat bekarikazhatjuk példaul pirossal és kékkel,
vagy jelolhetjiik a szamegyenesen vagy halmazabran. Ez utobbi esetben kétféle
megjelenése is lehet a halmazabranknak.

U]

Ebben az esetben tapasztalatot Ebben az esetben az abran nem
szerzunk a részhalmaz és az tires |jelenik meg az ures halmaz, de
halmaz fogalmaroél. (A szinezett |megtapasztaltathatjuk a részhalmaz,
részbe nem keril elem.) valamint az egymasba skatulyazott

halmazok fogalmat.

Példa. Valogassuk ki a felsorolt sikidomok kozul a négyszogeket, illetve a tég-
lalapokat! Fogalmazza meg sajat szavaival, hogy milyen sikidomok kerultek a

fenti abrak egy-egy részébe!

A tobb szempontt valogatasok kozul a legegyszerlibb eset az osztalyozas, azaz
ha diszjunkt halmazokba valogatunk. Masként fogalmazva az alaphalmaz elemei
kozott nincs olyan, amely egynél tobb szempontnak felel meg.

6.3. Az osztalyozas

Példa. Az adott alakzatokat valogassuk szét aszerint, hogy hany egyenes vonal
hatarolja 6ket!
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Ha az alaphalmaz mindegyik elemét be tudjuk sorolni valamelyik diszjunkt
részhalmazba, akkor az alaphalmaz osztalyozasarol beszélunk. Ehhez vagy az
alaphalmaz elemeit, vagy a valogatas szempontjait kell megfelel§en kivalaszta-
nunk.

Példa. Helyezd el a kordiagramba a honapok nevét (tél, tavasz, nyar, 6sz)!

Helyezd el a kordiagramba a targyakat aszerint, hogy melyik évszakra jellem-
z6k! A targyak lehetnek példaul karacsonyfa, télikabat, nyuszi tojassal, tavaszi
virag, furdéruha, napernyd, napozoagy, cseresznye, lehull6 6szi falevelek, ,a
te szuletésnapod” stb. Nem lehet olyan targy, amely legalabb két halmazba is
elhelyezhetd, példaul edz6cipd, zokni.

Példa. Helyezd el a szamokat 20-t6l 35-ig a halmazabraba aszerint, hogy 5-tel
osztva mennyit adnak maradékul (0, 1, 2, 3, 4)!

Megjegyzés. A feladatban szerepl6 részhalmazokat az 5-tel val6 osztas mara-
dékosztalyainak nevezzik.

6.4. Harom szempontu valogatas

A tobb szempontu valogatasok kozul — tekintettel a probléma bonyolultsagara
— altalanosan csak a harom szempontu valogatasokkal foglalkozunk az alapo-
z6 évfolyamokon. Hasonl6an a két szempontu valogatashoz ebben az esetben
is sorra vessziik, hogy az elem rendelkezik-e az egyik, a masik, a harmadik
tulajdonsaggal, vagy sem.
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Példa. Helyezd el az abraba (U) a logikai készlet elemeit! P = {Piros elemek},
K = {Kicsi elemek}, L = {Lyukas elemek]}.

A valogatas soran 0sszesen 8 tulajdonsagot kell vizsgalnunk a kovetkez algorit-
mus szerint:

1. Megnézzik, hogy a kivalasztott elem

megfelel-e mind a harom tulajdonsag-

nak. Ha igen, elhelyezziik az 1-es rész- [ 8 ]
halmazba, és vesszuk a kovetkezd ele-
met. Ha nem,

2. megnézzuk, hogy az elem piros és

kicsi-e, ugyanakkor nem lyukas. Ha
igen, elhelyezziik a 2-es részhalmazba,
@
@
@
[ 7 ]

és vesszik a kovetkezs elemet. Ha nem,
3. megnézzuk, hogy az elem piros és
lyukas-e, de nem kicsi. Ha igen, elhe-
lyezziik a 3-as részhalmazba, és vessziik
a kovetkezg§ elemet. Ha nem,

4. megnézzilk, hogy az elem kicsi és
lyukas-e, de nem piros. Ha igen, elhe-
lyezziik a 4-es részhalmazba, és vessziik
a kovetkez§ elemet. Ha nem,

5. megnézzik, hogy az elem piros és nem kicsi és nem lyukas-e. Ha igen, elhe-
lyezzuk az 5-0s részhalmazba, és vesszuk a kovetkezd elemet. Ha nem,

6. megnézzik, hogy az elem kicsi és nem piros és nem lyukas-e. Ha igen, elhe-
lyezzuk a 6-os részhalmazba, és vesszik a kovetkezd elemet. Ha nem,

7. megneézzik, hogy az elem lyukas és nem piros és nem kicsi-e. Ha igen, elhe-
lyezzuk a 7-es részhalmazba, ha nem, elhelyezzik a 8-as részhalmazba.

Megjegyzés. Valogathatunk szamokat példaul 2-vel, 3-mal, 5-tel oszthatosaguk
szerint. Ekkor a feladat a szamelmélet témakorébe is tartozik. Valogathatunk
sikidomokat kulonboz6 geometriai tulajdonsagok alapjan: példaul négyszog,
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van két egyenld szoge, van derékszoge. Ekkor a feladat a megfelel6 geometriai
fogalmak kialakitasat is szolgalja.

Adjunk példat olyan harom szempontu vélogatasra is, amelynél a halmazba ren-
dezés eredményeképpen a fenti 8 tartomany kozott ures vagy uresek is lesznek.

Példa. Ird be a halmazabraba az alabbi szavakat: fut, ég, bolond, és, tliz, asztal,
beszél, erds, kettd! (I =Ige, F = Fénév, M = Melléknév)

Megoldas. A = {és, kettd},

B = {fut, beszél}, D = {erbs}

E = {ég, tliz}, G = {bolond}

H = {asztal}, a C és az F uires halmazok.

A tobb szemponta valogatasok értelmezése abban az esetben a legnehezebb, ha a
valogatas szempontjai olyanok, hogy eredményeképpen egymasba skatulyazott

halmazokat kapunk. Az ilyen tipust valogatas a fogalmi rendszerek kialakulasat,
a fogalmak hierarchidjanak megértését is szolgalja.

Példa. Helyezd el a megadott sikidomokat a halmazabraba!
il e-1g( QDO
<00 *y?
1% e =
A
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DQ\

U = {Sikidomok}, S = {Sokszogek}, N = {Négyszogek}, T = {Téglalapok}.
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Megjegyzés. A feladattal a sikidomok rendszerezését gyakoroltatjuk, példak és
ellenpéldak segitségével értelmezziik a sikidom, sokszog, négyszog fogalmakat,
és vizsgaljuk a fogalmak kozotti kapcsolatokat.

Ahogyan az egy szempontu valogatasoknal, a két vagy tobb szemponta valogata-
soknal is tobbféle feladattipust alkalmazhatunk. A gyerekek valogathatnak sajat
maguk altal kitalalt szempontok alapjan, de adott szempontok alapjan is. Utobbi
esetben a feladatok tovabbi két csoportba sorolhatok: Adott a szempont (a hal-
maz ,cimkéje”), és a feladat a megfelel§ elemek megtalalasa, vagy néhany elemet
kivalogatunk, és elhelyezziik a halmazabraba. Ekkor a tanuldk feladata a cimkék
megnevezése és a tobbi elem elhelyezése a halmazabraba. A szempontok felis-
merése azonban a szempontok szamanak novekedésével nagyon megnehezitheti
a feladatot, ezért tobb szempontu valogatas esetén a leggyakoribb feladattipus
az, amikor adott szempont mellett végezziik az elemek halmazokba rendezését.

7. Az elemi itéletkalkulus és a halmazmiiveletek mii-
veleti tulajdonsagai (Koves Gabriella)

Az itéletek kozti miiveletek esetén és a halmazok kozotti miiveletek esetén is
érvényesek bizonyos miveleti tulajdonsagok.

7.1. Idempotencia (formalis logikai elnevezése: a tautologia tor-
vényei)
Barmely P esetén PAP =P, PV P =P.

Mivel a P tetsz6leges itélet, ezért kétféle logikai értéke lehet (,igaz” vagy ,ha-
mis”).

PAP=P |PVP=P
P:i |iAni=1 ivi=i
P:h (hAh=h |hvh=h

Halmazmiiveletek idempotens (elnyelési) tulajdonsaga.

ANA=AUA=A

7.2. Kommutativitas (felcserélhetdség)
Barmely P és barmely Q itélet esetétn PAQ=QAP,PVQ=QVP.
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Mivel a P tetszbleges itélet, ezért kétféle logikai értéke lehet (,igaz” vagy ,ha-
mis”). A P logikai értékétdl fuggetleniil a Q itéletnek szintén kétféle logikai
értéke lehet. Végeredményben 2 - 2 = 4-féleképpen alakulhatnak a logikai érté-
kek.

P |Q [PAQ|QAP P |Q |[PVQ|QVP
i i i i i i i i
i (h |h h i |h |i i
h |i |h h h |i |i i
h |h |h h h |h |h h
A PAQ ésaQAP oszlopok logikai A PV QésaQVP oszlopok logikai
értéke rendre megegyezik, tehat igaz értéke rendre megegyezik, tehat igaz
az egyenl@ség. az egyenldség.
Halmazmiiveletek kommutativ tulajdonsaga:
ANB=BNA AUB=BUA
Ul Ul Ul Ul
@@ D@
A két halmaz (sziirke rész) A két halmaz (szuirke rész)
megegyezik, tehat lattattuk, hogy = megegyezik, tehat lattattuk, hogy
igaz az egyenl8ség igaz az egyenlGség.

7.3. De Morgan azonossagok

Barmely P és barmely Q itélet esetén
2(PAQ)=(=P)V(=Q),  ~(PVQ)=(=P)A(=Q).

Nézziik az els6 azonossagot! A P és Q tetsz6leges itéletek, mindkettének két-
két féle logikai értéke lehet (,igaz” vagy ,hamis”). Igy 2 -2 = 4-féleképpen
alakulhatnak a logikai értékek.

Abrézoljuk a =(P AQ) lehetséges logikai értékeit. El§szor végezziik el a zardjelben
1év6 miiveletet, majd tagadjuk azt.

P [Q [PAQ ~(PAQ)
S L Tagadjuk a zaréjelben h
i |h b 1év6 logikai értékeket.
h [i |h & i
h |h |h i
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Vizsgaljuk meg a masik oldalt: (=P) V (=Q). El6sz6r tagadjuk P-t, majd Q-t.
Ezekkel az értékekkel végezzik el a diszjunkciot.

P Q0 P -0 (=P) v
| (-Q)
L Tagadjuk P-t, és h h Végezziik el a h

i |h tagadjuk Q-t h ! diszjunkciét. |

ho i gacl i |h ] i

h |h i i i

A két tablazat utols6 oszlopai megegyeznek, tehat belattuk az azonossagot.

Az el6zbeket egy tablazatba irva:

P Q PAQ -(PAQ) |=P |=Q |(=P)V
(=Q)
i i i h h h h
i h h i h i i
h i h i i h i
h h h i i i i
A —(PV Q) =(=P)A(—Q) logikai értékeit onalldéan irjak be.
P |Q [PVQ|~(PVQ)| =P [|=Q |(=P)A
(=Q)
i|i
i |h
h |i
h |h
Megoldas.
P |Q |[PVQ|~(PVQ)|=P |=Q [(=P)A
(=Q)
i i1 h h h h
i |h |i h h i h
h |i |i h i h h
h |h |h i i i i

A —(PV Q),illetve a (=P) A (—Q) oszlopaiban a logikai értékek rendre megegyez-
nek, tehat belattuk az azonossagot.

Halmazmiiveletek de Morgan tulajdonsaga

ANB=AUB, AUB=ANB.
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El6szor az AN B-t Majd az (AN B)
jeloljuk. komplementerét.

@ )

Nézziik az azonossag masik oldalat.

'g. <]

A komplementere, A B komplementere, B El6z6ek unidja, AUB

8 O O
Lathato, hogy az A metszet B (A N B) komplementere megegyezik az A komple-
mentere és B komplementere unidjaval.

|g. <]

19. Feladat. Lassuk be 6nalléan a kovetkezd azonossagot: AUB=ANB

Megoldas.
El6szor az AU B-t majd az AU B-nek a
jeloljuk, komplementerét.

’g. <]

@ [O:

Nézzik az azonossag masik oldalat.

A komplementere, A B komplementere, B El6z6ek metszete,

ANB
U]
e ()0

Ul
A halmazabrakon lathato, hogy az A uni6 B (A U B) komplementere megegyezik

‘)B )E
az A komplementere és B komplementere metszetével.

'g. [S]
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7.4. Asszociativitas (csoportosithatdosag mas szoval tarsithato-

sag)

Barmely A, barmely B és barmely C itélet esetén
(AAB)AC=AA(BAC).
Tetszbleges A, B és B itélet esetén 2 . 2. 2 = 8-féleképpen alakulhatnak a logikai
értékek.

A B |C (AAB) (AAB)AC
i i |i i i
i |i |h i L 14 Al 4 h
i |h |i |Elészoraz (AAB) |h Masodik lepeskent h
: e az (AANB)AC

i |h |h |logikai értékét h o e h

—= ) logikai értekét

h |i |i |hatarozzuk meg. |h hatarozzuk m h
h[i |h h ? ¢ |n
h |h |i h h
h |h |h h h
Nézziik az azonossag jobb oldalat!

A B |C (AAB) (AAB)AC
i i |i i i
i |i |h h L 1A Al 4 h
i Th[i |Elészora(BAC) |[h | Wasodiklepéskent o
: R az AAN(BAC)

i |h |h [logikai értékét h s 4ois1 2 h

ool ) . logikai értékét

h |i |i |hatdrozzuk meg. |i hatarozzuk m h
R 0 atarozzuk meg h
h |h |i h h
h |h |h h h
Egybe rendezve a két tablazatot:

A |B |C [(AAB) (AAB)AC|(BAC) (AAB)AC
(i1 i i i i

i (i |h |i h h h

i (h |i |h h h h

i (h |h |h h h h

h |i |i |h h i h

h |i |h |h h h h

h |h |i |h h h h

h |h |h |h h h h

Az (AAB)AC ésaz (AAB)A C oszlopok logikai értéke rendre megegyezik, azaz

belattuk az azonossagot.
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20. Feladat. Az (AV B)Vv C=AV (BV C) azonossag bizonyitasat onalléan végez-
zuk el.

A |B |[C |(AVB) (AVB)VC|(BVC) AV (BVC)

Megoldas.

A |B |(C |(AVB) (AVB)vVC|(BVC) AV (BVC)
1 (1 |1 |1 i 1 i

i |i |h |i i i i

i |h |1 |i i 1 i

i |h |h |i i h i

h [i |i |i i 1 i

h |i |h |i i 1 i

h |h |i |h i i i

h |h |h |h h h h

Az (AVB)Vv Césa(AV B)V C oszlopok logikai értéke rendre megegyezik, azaz
belattuk az azonossagot.

A halmazmiiveletek asszociativ miiveleti tulajdonsagai

Barmely A, barmely B és barmely C halmaz esetén (ANB)NC =AN(BNC).
Az azonossag egyik oldala:

El8sz6r az (A N B) halmazt jeloljuk majd az (A N B) halmaz metszetét a
C halmazzal (a zold rész).

Az azonossag masik oldala:
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El6sz6r a (BN C) halmazt jeloljuk majd a (BN C) halmaz metszetét az
meg, A halmazzal (a zold rész).

A két halmaz (ANB)NC és AN (BN C) megegyezik. Azaz szemléletesen belattuk
az azonossagot.

21. Feladat. Onall6an léssa be az azonossagot! Barmely A, barmely B és barmely
C halmaz esetén (AUB)UC =AU (BUC).

Megoldas.

El6sz6r az (A U B) halmazt jeloljik majd az (AU B) halmaz uniéjat a C
meg, halmazzal (a zold rész).

U]

Az azonossag masik oldala:

El6sz6r a (BU C) halmazt jeloljuk majd a (BU C) halmaz metszetét az
A halmazzal (a zold rész).

A két halmaz, az (AUB)UC és az AU (BU C) megegyezik. Azaz szemléletesen
belattuk az azonosagot.
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7.5. Disztributivitas

Barmely A, barmely B és barmely C itélet esetén AA(BVC)=(AAB)V(AAC).

A |B |[C (BvC) AAN(BVC)

1 ! L El6szor a (BV C) ! Masodik lépésként 1

-t logikai értékét |- az AA(BVC) !

: ! hatarozzuk ! logikai értékét L

L fl fl meg. fl hatarozzuk meg. o

h [i |h i h

h (h |i i h

h |h |h h h

Hatarozzuk meg az azonossag jobb oldalanak logikai értékét is. (AAB) V(A AC)
A|B|C|Elgszor |(AAB) Masodik |(AAC)| Harmadik 1épés |(AAB)V(AAC)
i1 i az i lépés- i az i

i|i lhj(AAB) |1 kéntaz |h (AAB)V(AAQ)|L

i |h|i |logikai |h (AAC) |1 logikai i

i |h|h értékét |h logikai |h értékének h

h|i |i |hatéroz-|/h értékét |h meghatérozasa. |h

h|i [h|zuk h hatéroz- |h Az el6z6 két h

h hli |meg. h zuk meg. |h oszlop h

h|hlh h h konjunkciéja.  |h

Az AN(BVC)ésaz (AAB)V(AAC)Kkijelentések logikai értéke megegyezik, igy

belattuk az azonossagot.

22. Feladat. Barmely A, barmely B és barmely C itélet esetén AV (BAC) =
=(AV B)A(AV C). Bizonyitasat onalléan végezzék el!

A

B

C

(BAC)

AV (BAC)

(AVB)

(AvC)

(AVB)A(AVC)
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Megoldas.

A|B|C|(BAC) AV(BAC) |(AVB) (AVC) (AVB)A(AVC)
i]i|i|i i i i i

iihlh i i i i

i h|ilh i i i i

i lh hlh i i i i

hii|i|i i i i i

h|i |h|h h i h h

h|h|i |h h h i h

h|h |h|h h h h h
AzAV(BAC)ésa(AVB)A(AVC)kijelentések logikai értéke megegyezik, igy

belattuk az azonossagot.

A halmazmiiveletek disztributivitas miiveleti tulajdonsagai

Barmely A, barmely B és barmely C halmaz esetén AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Elsz6r a (BU C) majd az A halmaz
halmazt jeloljik meg, metszetét a (BU C)-vel

(a zold rész).
U] U]
' '

Az azonossag masik oldala:

El6sz6r az (AN B) majd az (AN C) halmazt, végul e kett unidjat,
halmazt jeloljik meg, (ANB)U(ANC)-t

hatarozzuk meg.

23. Feladat. A kovetkez6 azonossag szemléltetését onalloan végezzék el!

Barmely A, barmely B és barmely C halmaz esetén AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
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Megoldas. AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

El6szér a (BN C) majd az A halmaz
halmazt jeloljik meg, unidjat a (BN C)-vel (a
z0ld rész).

Az azonossag masik oldala:

El6sz6r az (AU B) majd az (AU C) halmazt, végul e kettd metszetét,
halmazt jeloljik meg, (AUB)N(AUC)-t

hatarozzuk meg.

U]

U]

Lathato, hogy az AU (BN C) és az (AU B)N (AU C) halmazok megegyeznek.

24.Feladat. A természetes szamok halmaza az alaphalmaz. Legyen T = {a 10-zel
oszthat6 szamok}, a K = {2-vel oszthat6é szamok} halmaza. Mi a metszete, unioja
és az ilyen sorrendben vett kiilonbsége a két halmaznak?

Masodik osztalytol mar adhato6 ez a feladat az alaphalmaz valtoztatasaval. Pél-
daul Ggy, hogy az alaphalmaz a 100-nal nem nagyobb szamok halmaza, vagy a
100-nal kisebb szamok halmaza.

Megoldas. T ={0,10,20,...}; K={0,2,4,6,...;; TNK=T; TUK=K; T\K =0.
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Szemléltetve:

TNK=T
TUK=K
T\K=0

25. Feladat. A négyszogek halmaza az alaphalmaz. Legyen T = {Trapézok},
P = {Paralelogrammak}. A T = {Trapézok}, illetve P = {Paralelogrammak} halma-
zanak mi a metszete, unidja és az ilyen sorrendben vett kilonbsége?

Megoldas.

T = {Van parhuzamos oldalparja}; P = {Szemben 1év6 oldalai parhuzamosak}.
Ebbdl kovetkezik, hogy P C T — minden paralelogramma trapéz.
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TNP=P, TUP=T,;T)\P ={altalanos trapéz, hurtrapéz és derékszogl trapéz}.

Szemléltetve:
TNP=P
TNP=T
T\K
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8. Az implikacio és az ekvivalencia (Koves Gabriella)

26. Feladat (Logikai lapok két szempont szerinti csoportositasa (3., 4. osztalyban
adhatunk hasonl6 feladatokat)). Helyezze el a logikai lapokat a tablazatban! A
tablazat mely részében 1évo lapokra igaz a kijelentés? Vonalkazza be a tablazat
megfelels részét! Irja le logikai jelekkel is az egyes nyitott mondatokat!

Jelolés: L ={A ... lap lyukas}; N ={A ... lap négyzet}.

A tablazat mely részében 1évo lapokra igaz a kijelentés? Jelolje be a tablazat
megfeleld részét!

a) Ha lyukas, b) Ha négyzet, ¢) Ha nem d) Ha nem lyukas,
akkor négyzet. ... akkorlyukas.... négyzet, akkor akkor nem
nem lyukas. ... négyzet. ...
N |=N N |=N N |[=N N |=N
L L L L
=L -L -L —L
e) Nem lyukas f) Ha négyzet, g) Akkor és csakis h) Akkor és csakis
vagy négyzet. ... akkor lyukas, és  akkor lyukas, ha akkor négyzet, ha
ha lyukas, akkor  négyzet. ... lyukas. ...
négyzet. ...
N |[=N N |=N N |[=N N |=N
i L i L
L -L -L =L
Megoldas.

a) Ha lyukas, akkor négyzet.
Egyrészt, az 0sszes lyukas elembdl ki kell valasztani a négyzeteket. Ezeket az
N |=N

elemeket a tablazatba elhelyezzuk.|L |©
-L

A nem lyukas elemekrén nem allitottunk semmit, ezért azok lehetnek négyzetek
is és nem négyzetem is. Azaz az 0sszes nem lyukas elemet el tudjuk helyezni a

N |=N N |=N
tablazatba. | L A megoldas:|L |©
=L ® |© =L ® |©

71



f) Ha négyzet, akkor lyukas, és ha lyukas, akkor négyzet.

N |[=N
Ha nem négyzet, akkor csak nem lyukas lehet. fgy a megoldas: [L | ©
=L ®©
a) Ha lyukas, b) Ha négyzet, ¢) Ha nem d) Ha nem lyukas,
akkor négyzet. ... akkorlyukas.... négyzet, akkor akkor nem
nem lyukas. ... négyzet. ...
N |=N N |[=N N |=N N |=N
L |© L |© |© L |© L |© |©
=L [© |© =L © =L |1© |© =L ©
e) Nem lyukas f) Ha négyzet, g) Akkor és csakis h) Akkor és csakis
vagy négyzet. ... akkor lyukas, és  akkor lyukas, ha  akkor négyzet, ha
ha lyukas, akkor  négyzet. ... lyukas. ...
négyzet. ...
N |=N N |[=N N |-N N |=N
L |® L |© L |© L |©
=L |© |© =L © =L © =L ©

27. Feladat. Mikor tartjuk igaznak a gyakorlatvezetd kovetkezé kijelentését?
,Ha Aladar jeles dolgozatot irt akkor Aladar jelest kap félévkor.”

(Figyeljuk meg, hogy az el6tag, illetve az utétag kiillonboz6 logikai értékei mellett,
hogyan alakul az 0sszetett itélet logikai értéke!)

Onallban toltse ki a tablazatot!

ElGtag Utodtag Osszetett kijelentés
Ha Aladar jeles | akkor | Aladar jelest | Ha aladar jeles dolgozatot irt,
dolgozatot irt. kap félévkor.| akkor Aladar jelest kap félévkor.
igaz igaz
igaz hamis
hamis igaz
hamis hamis

Megoldas. Ha Aladar jeles dolgozatot irt és jelest kap félévkor, akkor nyilvanva-
l6an igaz a kijelentés.

Ha jeles dolgozat ellenére nem kap jelest félévkor, akkor a gyakorlatvezeté nem
mondott igazat, azaz hamis a kijelentés.
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Ha Aladar nem irt jeles dolgozatot, akkor kaphat jelest (mert példaul egész évben
jol dolgozott), és kaphat mas jegyet is (mert egész évben nem teljesitett a jelesnek
megfelelen). Ha Aladar nem teljesitette a feltételt, nem irt jelest, akkor akar
jelest kap, akar nem, a gyakorlatvezeté allta a szavat. Azaz mind a két esetben
igaz a kijelentés. Tehat a logikai értékek rendre: i, h, i, i.

28. Feladat. A kovetkez6 allitasok kozul melyik fejezi ki ugyanazt a gondolatot,
mint amint az el6z6 allitas? (Ha Aladar jeles dolgozatot irt akkor Aladar jelest
kap félévkor.)

a) Ha Aladar jelest kap félévkor, akkor jeles dolgozatot irt.
b) Ha Aladar nem kap jelest félévkor, akkor nem irt jeles dolgozatot.
c) Nem igaz az, hogy Aladar jeles dolgozatot irt és nem kap jelest félévkor.

d) Aladar csak akkor kap jelest félévkor, ha jeles dolgozatot irt.

Megoldas. a) Az elsé allitas szerint Aladar Ggy is kaphat jelest, ha nem irt jeles
dolgozatot, Az el6tag: A: Aladar jeles dolgozatot irt . Az utotag B: Aladar jelest
kap félévkor. Azaz az a) allitds nem ugyan azt fejezi ki, mint az eredeti allitas.

b) Az eredeti allitas szerint Aladar csak egy esetben nem kaphat jelest akkor, ha
nem ir jeles dolgozatot. A b) allitas ugyan azt fejezi ki, mint az eredeti.

c) Ha Aladar jeles dolgozatot irt jelest kap félévkor. Ha nem kap jeles akkor nem
irt jeles dolgozatot. Ebbdl az kovetkezik, hogy nem igaz az, hogy Aladar jeles
dolgozatot irt és nem kap jelest félévkor. A c¢) allitas is ugyan azt fejezi ki, mint
az eredeti.

d) A d) allitdas nem ugyanazt fejezi ki, mint az eredeti, mert Aladar akkor is

kaphat jelest az eredeti allitas szerint, ha nem irt jelest.

29. Feladat. Mit fejez ki a kovetkezd kijelentés: Ha esik az es6, (akkor) felveszem
a sarga gumicsizmam.
Megoldas. Ha esik az esd, felveszem a gumicsizmam.

Ha nem esik az es6, akkor is felvehetem, de azt is megtehetem, hogy nem veszem
fel. Ugyanis arrél nem szol az allitas, hogy mi torténik, ha nem esik az esd. Tehat
egyetlen esetben hamis az allitas akkor, ha esik az esd, és nem veszem fel a sarga
gumicsizmam.

30. Feladat. Mit fejez ki a kovetkezd kijelentés (amit nem a dalai lama mondott):

Ha Arisztid érti a logikat, akkor én vagyok a dalai lama.
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Megoldas. Ha Arisztid érti a logikat, és én vagyok a dalai lama: akkor igaz az
allitas.

Ha Arisztid érti a logikat, és nem én vagyok a dalai lama: akkor hamis az allitas.
Ha Arisztid nem érti a logikat, és én vagyok a dalai lama: akkor igaz az allitas.
Ha Arisztid nem érti a logikat, és nem én vagyok a dalai lama:  akkor igaz az
allitas.

Mivel az illetd, aki a kijelentést tette nem a dalai lama, igy az allitas csak abban
az esetben igaz, ha Arisztid nem érti a logikat.

31. Feladat. Allapitsuk meg a kévetkezd (halandzsa nyelven irt) dsszetett itéletek
logikai értékét, ha a komponensek logikai értéke ismert:

A: A vagera plézik. (i); B: A kutor matat. (i); C: A mulen getam. (h); D: A togo
kutos. (h).

a) Ha A, akkor B.
b) Ha D, akkor B.
¢) Ha nem B, akkor nem A.
d) Ha nem C, akkor nem A.
e) Ha nem A, akkor nem B.
f) Ha nem B, akkor nem D.
g) Ha A, akkor C.
h) Ha C, akkor D.

Megoldas.
a) Ha A, akkor B.

Ha , A vagera plézik”, akkor , A kutor matat”.

1 i igaz

b) Ha D, akkor B.

Ha , A togo kutos.”, akkor , A kutor matat.”

h i igaz

¢) Ha nem B, akkor nem A

Ha , A kutor nem matat.”, akkor ,A vagera nem plézik.”

h h igaz

d) Ha nem C, akkor nem A

Ha , A mulem nem getam.”, akkor ,A vagera nem plézik.”

i h hamis
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e) Ha nem A, akkor nem B
Ha , A vagera nem plézik.”, akkor , A kutor nem matat.”

h h igaz
f) Ha nem B, akkor nem D
Ha , A kutor nem matat.”, akkor ,A togo nem kutos.”
h i igaz
g) Ha A, akkor C
Ha , A vagera plézik.”, akkor , A mulen getam.”
i h hamis
h) Ha C, akkor D
Ha , A mulen getam.”, akkor ,A togo kutos.”
h h igaz

Definicio. A P és a Q itéletbdl a ,ha ..., akkor ...” kotszavakkal képzett ,Ha
P, akkor Q” osszetett itéletet implikacionak nevezzik. A P itéletet az implikacio
el6tagja, a Q az utotagja.

Jelolés: P — Q vagy P = Q. (Olvasd: ,,P implikalja a Q-t.” vagy , P-bdl kovetke-
zik Q.”)

Definicio. Implikacionak nevezziik azt a logikai miveletet, amely soran két
itéletbdl olyan Osszetett itéletet alkotunk, amely pontosan akkor hamis, ha az
el6tag (feltétel) igaz, de az utétag (kovetkezmény) hamis.

Az implikaci6 Carol diagramja

P Q P—-Q
i 1 1
i h h
h 1 i
h h i

Az implikaciot elvégezhetjik az itéletek tartalmatol fliggetleniil, csupan az
eredeti logikai értékek ismeretében:i —»i=1i; i—->h=h; h—i=i; h—>h=i.

A matematikai szaknyelvben sokszor hasznaljuk a ,szlikséges feltétel”, illetve az
Lelégséges felteétel” kifejezéseket.
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y y akkor
Ha |egy n szam oszthat6 10-zel,| —— \az n szam oszthato 2-vel. \

Ez szukséges feltétele an-
nak, hogy egy szam 10-zel
oszthatd legyen (de nem
elégséges feltétele, mert

Ez elégséges feltétele an-
nak, hogy egy szam 2-vel
oszthat6 legyen (de nem
szukséges feltétele, mert van olyan 2-vel oszthaté

nemcsak a 10-zel oszthato . .
, ) szam, amely nem oszthato
szamok oszthatok 2-vel.) 10-zel)

32. Feladat. Az alaphalmaz a természetes szamok halmaza. Legyen T = {10-zel
oszthat6 szamok] és K = {2-vel oszthat6 szdmok}. Abazoljuk Venn-diagrammal a

két halmazt!

Al Al

Megoldas.

33. Feladat. Két-két elemi itélet felhasznalasaval kétféleképpen (példaul A — B,
illetve B — A) fogalmazzon meg implikaci6t! Dontse el az implikacidk logikai
értékeét.

I. |A: Az adott négyszog B: Az adott négyszog trapéz.
paralelogramma.

II. | C: Az adott szam 10-zel oszthat6. |D: Az adott szam 0-ra végzddik.

III. | E: Az adott szam pozitiv. F: Az adott szam egész szam.

A kett6 kozul melyik sziikséges, illetve melyik elégséges feltétele a masiknak?
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Megoldas.
Ha A: ,,Az adott négyszog paralelogramma.”, akkor B: ,Az adott négyszog tra-

péz.”. Igaz allitas, mert a trapézok halmazanak valodi részhalmaza a paralelog-
rammak halmaza.

A szukséges feltétel: B: ,,Az adott négyszog trapéz.”
Elégséges feltétel: A: ,, Az adott négyszog paralelogramma.”

Ha B: ,,Az adott négyszog trapéz.”, akkor A: ,,Az adott négyszog paralelogram-
ma.”. Hamis allitas, mert van olyan trapéz, amelyik nem paralelogramma.

A C halmaz részhalmaza a D halmaz és a D halmaz részhalmaza a C halmaz,
azaz a C megegyezik a D-vel.

Ha C: , Az adott szam 10-zel oszthat6.”, akkor D: ,,Az adott szam 0-ra végzddik.”.
Igaz allitas.
Ha D: ,, Az adott szam 0-ra végzddik.”, akkor C: ,Az adott szam 10-zel oszthatd.”.
Igaz allitas.

Ha E: , Az adott szam pozitiv.”, akkor F: ,Az adott szam egész szam.”. Hamis
allitas, mert van olyan pozitiv szam, amelyik nem egész szam. példaul 0,2

Ha F: ,Az adott szam egész szam.”, akkor E: , Az adott szam pozitiv.”. Hamis
allitas, mert van olyan egész szdm, amelyik nem pozitiv szam. Példaul 2.

Megfigyelhettik, hogy ha az implikacié két komponensét felcseréljiik, akkor
nem mindig ugyanazt az Osszetett itéletet kapjuk (vagyis a két allitast egymastol
fuggetleniil kell bizonyitanunk vagy cafolnunk). Az implikacié nem felcserélhetd,
azaz nem kommutativ.

L

, , Kk o
Ha ’ egy n szam oszthat6 10-zel, == az n szam oszthatd 2-vel. ‘ (Ez a kijelentés igaz.)
IL.
akkor

Ha ’ egy n szém oszthat 2-vel, |——— |az n szam oszthat6 10-zel. |(Ez a kijelentés hamis.)

Az 1., illetve a II. kijelentést a matematikaban egymas megforditasanak nevezzik.
Mivel az I. igaz, a II. hamis, azt mondjuk, hogy az I. allitas nem fordithaté meg.

I. Pitagorasz-tétel (A — B)

akkor |2 haromszog befogdinak
—— | négyzetosszege megegye-| (Ez a kijelentés igaz.)
zik az atfogd négyzetével.

Ha |egy haromszog derékszogt,

II. A Pitagorasz-tétel megforditasa (B — A)

a haromszog befogdinak

, .. ) akkor " " T
Ha |négyzetOsszege megegyezik | ——— ’aharomszog derékszogt,

az atfogb négyzetével.

(Ez a kijelentés igaz.)
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Mivel az I. és a II. allitas egyarant igaz, azt mondhatjuk, hogy az I.-nek a II.
sziikséges és elégséges feltétele, mas szoval, hogy az . tétel megfordithat6. Ebben
az esetben a két tételt egy tételként is megfogalmazhatjuk:

Definicio. A matematikaban sokszor vizsgaljuk, hogy egy tétel megfordithato-e.
Ha igen, akkor a két itéletet a kovetkez8 szavakkal kapcsolhatjuk ossze:

»...pontosan akkor, ha ..., ,...akkor és csak akkor ..., ha...”
»... szilkséges és elégséges feltétele ... -nek”.
Definicio. Ekvivalencidnak nevezzik azt a logikai miveletet, amely soran két

itéletbdl olyan Osszetett itéletet alkotunk, amely pontosan akkor igaz, ha a két
komponens logikai értéke megegyezik.

Jelolése: A < B vagy A & Bvagy A = B. (Olvasd: A ekvivalens B-vel.)

P |Q PeQ
i1 i
i |h |h
h [i |h
h |h |i

Az ekvivalencia azt jelenti, hogy a két itéletet (nyitott mondatot) egyenértékiinek
tekintjuk.

34. Feladat. Igazolja a kovetkez6 azonossagot: A <> B=(A — B)A (B — A)!

a) Szemléltesse Venn-diagrammal is ezt az azonossagot! Feltéve, hogy az A
allitas az, hogy ,x eleme a H halmaznak”, a B allitas pedig, hogy ,x eleme
a K halmaznak”.

b) Toltse ki a tablazatot!

A|B |A~B |[A—->B |B>A |(A—>B)A(B—A)
i i
i |h
h |i
h |h
Megoldas.

a) A: x eleme H-nak; B: x eleme K-nak. A < B: x akkor és csak akkor eleme
H-nak, ha eleme K-nak. Vagyis vagy mindkét halmaznak elemei, vagy egyiknek
sem. Eza (KNL)U(KUL)halmaz.
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ﬂl&
v

A — B:azok az elemek vannak az igazsaghalmazban, amelyek ha benne vannak
H-ban, akkor benne vannak K-ban is. Ez a K U H halmaz.

ﬂls
S

B — A: azok az elemek teljesit_ik, amelyek ha benne vannak K-ben, akkor benne
vannak H-ban is. Ez pedig a K U H halmaz.

ﬂlﬂ
v

Az (A — B) és a (B — A) konjunkcidjanak azok az elemek felelnek meg, amelyek
mindkét iménti halmazban benne vannak.

ﬂls
v

Latjuk, hogy ugyanazt a halmazt kaptuk mindkét esetben.

A|B |A~oB |[A—->B |B—>A |(A—>B)A(B—A)
i i |1 i i i
b)|i |h |h h i h
h |i |h i h h
h |h [i i i i

35. Feladat. A két-két elemi itélet kozul melyek szuikségesek és elégséges feltéte-
lei egymasnak? Fogalmazza meg az ekvivalenciat!

A: Az adott szam oszthat6 9-cel. | B: A szam szamjegyeinek 0sszege 9.
C: Az adott négyszog rombusz. |D: Az adott négyszog deltoid és trapéz.
E: Az adott szam oszthato 25-tel. | F: Az adott szam 25-re vagy 75-re végzddik.

G: Az adott haromszog H: Az adott haromszognek két hegyesszoge
derékszogt. van.

(A szamok felirasat a 10-es szamrendszerben értjuk.)
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Megoldas. A <> B: Az adott szam oszthat6 9-cel akkor és csak akkor, ha a szam
szamjegyeinek 0sszege 9.

A — B: Ha az adott szam oszthat6 9-cel akkor, a szam szamjegyeinek 0sszege 9.

Hamis allitas, mert példaul a 999 oszthat6 9-cel, de a szamjegyeinek Osszege
nem 9.

B — A: Ha a szam szamjegyeinek 0sszege oszthato kilenccel, akkor az adott szam
is oszthatd 9-cel,

A — B hamis, B — A igaz, tehat A <> B hamis.

C < D: Az adott négyszog akkor és csak akkor rombusz, ha adott négyszog
deltoid és trapéz.

C — D: Ha az adott négyszog rombusz, akkor az adott négyszog deltoid és
trapéz.

Igaz allitas, mert a rombusznak van parhuzamos oldala, azaz trapéz, valamint
egyik atloja szimmetria tengelye, azaz deltoid is.

D — C: Ha az adott négyszog deltoid és trapéz, akkor a négyszog rombusz.

Igaz allitas, mert a négyszognek van parhuzamos oldalparja és az egyik atloja
szimmetria tengelye, akkor az rombusz.

C — Digaz, D — C igaz, tehat C < D igaz.

E < F: Az adott szam akkor és csak akkor oszthatd 25-tel, ha az adott szam
25-re vagy 75-re végzodik.

E — F: Ha az adott szam oszthato6 25-tel, akkor az adott szam 25-re vagy 75-re
végzodik.
Hamis allitas, mert 50-re és 00-ra is végz6dhet a szam.

F — E:Ha az adott szam 25-re vagy 75-re végz8dik, akkor az adott szam oszthat6
25-tel. Igaz allitas.

E — F hamis, F — E igaz, tehat E & F hamis.

G < H: Az adott haromszog akkor és csak akkor derékszogti, ha az adott harom-
szognek két hegyesszoge van.

G — H: Ha az adott haromszog derékszogi, akkor az adott haromszognek két
hegyesszoge van. Igaz allitas, mert a masik két szog osszege 90 fok, azaz mind a
kettS hegyes szog.

H — G: Ha az adott haromszognek két hegyesszoge van, akkor az adott harom-
sz0g derékszogli. Hamis allitas, mert a harmadik szog is lehet hegyes szog.

G — H:igaz, H — G hamis, tehat C < D hamis.
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9. Altalanos iskolai alapfeladatok a fogalom alakita-
sara (Koves Gabriella)

9.1. Miiveletek halmazokkal

9.1. Feladat. Az alaphalmaz: H = {20-nal nem nagyobb természetes szamok}.
Az alaphalmaz elemei kozul valasszuk ki azokat, amelyek

a) 3-mal oszthatdk;

b) 3-mal nem oszthatok;

¢) 3-mal és 5-tel oszthatok;

d) 3-mal vagy 5-tel oszthatdk;

e) 3-mal oszthatdk, de 5-tel nem oszthatok;

f) 3 és 5 kozul csak az egyikkel oszthatok;

g) sem 3-mal, sem 5-tel nem oszthatdk;

h) oszthat6 3-mal és a szamjegyeik Osszege 5.
Megoldas. A feladat feladhato, ha a szamkor kiterjed 20-ig és ismerik a tanulok

az 5-0s és 3-as szorzotablat. Vagy ha ismerik a kivonast, és tudjak értelmezni az
osztast, mint ismételt kivonast.

A Venn-diagramokat a teljes halmazabrakbol a megfelel6 részek szinezésével
jeloljiuk. A feladathoz tartozé halmazabra:

U 1247 811
13 14 16 17 19

0 3 609

H| 12 18

a) 3-mal oszthatdk. A = {0,3,6,9,12,15,18}. Ugyeljiink arra, hogy a 0-t ne felejt-
sék ki a tanulodk a felsorolasbol. (0-3 =0)

Venn-diagrammal abrazolva:
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U] 1247811
13 14 16 17 19

0369
H| 12 18 15 510 20

b) 3-mal nem oszthatdk. Az A halmaz komplementere a megoldashalmaz. H = {1,
2,4,5,7,8,10,11,13,14,16,17,19,20}.

Venn-diagrammal abrazolva:

U] 1247811
13 14 16 17 19

0369
H| 12 18 15 5 10 20

¢) 3-mal és 5-tel oszthatd szamok.

Ebben a feladatban a logikai és (konjunkcio) és a metszet (diszjunkcio) fogalmat
erbsitjiik. Legyen H a 3-mal és O az 5-tel oszthat6 szdmok halmaza. Kezdetben
mind a két halmaz elemeit hatarozzuk meg, majd jeloljuk (alahazassal, vagy
bekarikazassal) a kozos elemeket. Keressiik az (x oszthat6 3-mal) A (x oszthato
5-tel) allitas igazsaghalmazat, amely megegyezik a H N O = {0, 15} halmazzal.
Ezeket a jeloléseket csak a késébbi évfolyamokon hasznaljuk.

Venn-diagrammal abrazolva:

U] 1247811
13 14 16 17 19

0 369

H| 12 18
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d) 3-mal vagy 5-tel oszthat6 szamok.

Ebben a feladatban a logikai vagy és a diszjunkcio fogalmat erdsitjuk. Legyen
H a 3-mal és O az 5-tel oszthaté szdamok halmaza. Itt azokat az elemeket kell
meghatarozni, amelyek vagy az egyik, vagy a masik, vagy mindkét halmazban
szerepelnek, de mindegyik csak egyszer szerepelhet a felsorolasban. Azaz ke-
ressuk a (x oszthato 3-mal) Vv (x oszthat6 5-tel) allitas igazsaghalmazat, amely
megegyezik a H U O= {0,3,5;6,9,10,12,15,18} halmazzal.

Venn-diagrammal abrazolva:

U| 1247 8 11
13 14 16 17 19

0 3 69

H| 12 18

e) 3-mal oszthatok, de 5-tel nem oszthatdk.

A harommal oszthat6 szamok kozil ki kell venni az 5-tel oszthat6 szamokat. A
H és az O halmaz ilyen sorrendben vett kulonbséghalmazat keressuk. Azaz a
H \ O elemeit kell felsorolni. H\ O = {3,6,9,12,18}

Venn-diagrammal abrazolva:

U 1247 8 11
13 14 16 17 19

f) 3 és 5 kozul csak az egyikkel oszthatok.

A két halmaz szimmetrikus kulonbségeét keresstk, azaz a két halmaz elemeibdl
ki kell venni azokat, amelyek mind a kett6ben szerepelnek. F = {3,6,9,12,18}.
Az als6 tagozaton nem hasznaljuk a szimmetrikus kiilonbség kifejezést.

Venn-diagrammal abrazolva:



U] 1247811
13 14 16 17 19

0 3 69

H| 12 18

g) Sem 3-mal, sem 5-tel nem oszthatok.

Az alaphalmazbdl kivessziik azokat, amelyek vagy 3-mal, vagy 5-tel osztha-
tok. Azaz a H U O halmaz komplementerét keressiik. Az als6 tagozaton nem
hasznaljuk a ,komplementer” kifejezést. G ={0,1,2,4,7,8,10,13,14,16,17,19}.

Venn-diagrammal abrazolva:

U] 1247811
13 14 16 17 19

0 3 69

H| 12 18

h) Oszthat6 3-mal és a szamjegyeik 0sszege 5.

A 3-mal oszthat6 szamok koziil kell megkeresni azokat, amelyek szamjegyeinek
osszege 5. Nincsen ilyen szam. Ez a feladat példa az tires halmaz fogalmanak
alakitasara.

9.2. Feladat. A kétjegyl természetes szamok kozott hany olyan van, amelyik az
5 és a 6 kozul

a) mindkettével oszthato; b) csak az 5-tel oszthato;
c) csak a 6-tal oszthato; d) csak az egyikkel oszthato;
e) valamelyikkel oszthato; f) egyikkel sem oszthato.

A halmazok kozotti kapcsolatokat irja le a halmazelméleti szimbolumok segitsé-
gével! Rajzolja meg a halmazabrakat is!
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Megoldas. Ezt a feladatot célszertien alkalmazhatjuk az 5-6s, 6-0s szorzétabla
elmélyitésekor, (esetleg sztlikithetjuk az alaphalmazt). Vagy alkalmazhatjuk az
oszthatdsagi szabalyok elmélyitéseként. Ez esetben az alacsonyabb évfolyamokon
el8sz6r hatarozzuk meg, hogy mely szamok oszthatok ottel, illetve hattal. Ottel
azok a szamok oszthatok, amelyekben az egyesek helyén 0, vagy 5 all. Hattal azok
a szamok oszthatdk, amelyek oszthatéak kettével is és harommal is. Harommal
azok a szamok oszthatok, amelyek szamjegyeinek 0sszege oszthaté harommal.

Célszert felsorolni mind a két halmaz elemeit, és azutan valaszolni a kérdésekre.
O ={10,15,20,25,30,35,40,45,50,55,60,65,70,75,80,85,90, 95}

H ={12,18,24,30,36,42,48,54,60,66,72,78, 84,90, 96}

A kétjegyl természetes szamok kozott hany olyan van, amelyik 5 és 6 koziil

a) mindkett&vel oszthato; 3

b) csak 5-tel oszthatd; 15

¢) csak 6-tal oszthato; 12

d) csak az egyikkel oszthato; 27

e) valamelyikkel oszthato; 30

f) egyikkel sem oszthat6. 60

A feladatot megoldathatjuk gy is, hogy az 6sszes kétjegyli szambdl kivalogatjuk
a megfelelGeket.

A magasabb évfolyamokon logikai Gton is megoldhat6 a feladat.

a) Mindkét szammal azok a szamok oszthatok, amelyek oszthaték 30-cal, azaz
{30,60,90}.

A halmazzal torténd szemléltetéshez hasznalhatjuk a feladathoz megrajzolhato
Venn-diagramot.

U| 12347891113141617 ...
~.. 8687 88 89 91 92 93 94 97 98 99

1218 24
3642 48

Itt a két halmaz metszetének elemszdmat kell meghatarozni. (O N H)
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U| 12347891113141617...
~.. 8687 88 89 91 92 93 94 97 98 99

1218 24
3642 48

b) Csak 5-tel oszthato. 18 ottel oszthatd szam van, mert az egyesek helyére kétfelé
szam keriilhet, a tizesek helyére 9. [gy dsszesen 2-9 = 18 szdm lenne, de ebbdl
le kell vonni azokat, amelyek 6-tal is oszthatok, 18 —3 = 15 szam felel meg a
feltételnek.

A két halmaz kiilénbséget kell megadni (O \ H).

O ={10,15,20,25,30,35,40,45,50,55,60, 65,70,75,80,85,90, 95}

(O\ H) = {10, 15,20, 25,35,40,45,50,55,65,70,75, 80, 85,95)

Halmazabra:

U| 12347891113141617...
~.. 86 87 88 89 91 92 93 94 97 98 99

1218 24
36 42 48

¢) Csak 6-tal oszthatd. Az dsszes 6-tal oszthatd szamok szamabdl le kell vonni
azokat, amelyek 5-tel is oszthatok. Ebben az esetben is a két halmaz kiilonbségét
kell megadni, de mas sorrendben (H \ O).

H ={12,18,24,30,36,42,48,54,60,66,72,78,84,90,96}
H\ O ={12,18,24,36,42,48,54,66,72,78,84,96)

Halmazabra:
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U| 12347891113141617...
~.. 86 87 88 89 91 92 93 94 97 98 99

1218 24
36 42 48

d) Csak az egyik szammal oszthat6. Ebben az esetben a szimmetrikus kiilonbseé-
get kell meghatarozni. Az 5-tel vagy 6-tal oszthaté szamok halmazabdl ki kell
venni azokat a szamokat, amelyek 5-tel és 6-tal is oszthatok.

OaH = {10,12,15,18,20,24,35,36,42,45,48,50,54,55,65,66,70,72,75,78, 80,
84,85,95, 96}

(OUH)\ (ONH)

Egy masik megoldas, hogy a csak 5-tel és a csak 6-tal oszthaté szamok uniojat
vessziik.

(O\H)U(H\O)

Halmazabra:

U| 12347891113141617...
~.. 86 87 88 8991 92 93 94 97 98 99

1218 24
36 42 48

e) Valamelyikkel oszthato. A csak 5-tel és a csak 6-tal oszthaté szamok 0sszegéhez
hozza kell adni a mindkett6vel oszthatok szamat.

Egy masik megoldas, hogy az osszes 5-tel és 6-tal oszthaté szamok 0sszegébdl le
kell vonni a mindkettével oszthatok szamat, mert ezeket kétszer szamoltuk.

(OUH)={10,12,15,18,20,24,30,35,36,42,45,48,50,54,55,60,65,66,70,72,75,
78,80,84,85,90,95, 96}

Halmazabra:
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U| 12347891113141617...
~.. 8687 88 89 91 92 93 94 97 98 99

1218 24
36 42 48

f) Egyikkel sem oszthat6. Az Osszes kétjegyl szam szamabol le kell vonni a
valamelyikkel oszthatészamok szamat. Az O és H uni6 komplementerének elem-

szamat kell meghatarozni (O U H).

E‘ 12347891113141617 ...
... 86 87 88 8991 92 93 94 97 98 99

121824
36 42 48

9.3. Feladat. Sorolja fel az utasitasokkal adott halmazok elemeit.
a) A={xeZ|10<x<20};
b) B ={x € N|x oszthat6 9-cel és 100 < x < 150};
c¢) C={xeN|xnégyzetszam és x < 100};

{
d) D={

x € N | x 3-ra végzodik és x négyzetszam}.

Megoldas. a) A={11,12,13,14,15,16,17,18,19);

b) B=1{109,118,127,136,145};
c)C=1{1,4,9,16,25,36,49,64,81,100};

d) D =0, nincs ilyen szam.

9.4. Feladat. A ={3,6,9,12,15,18}, B={8,9,10,11,12}.

frja fol a kovetkezd halmazok elemeit!
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a) AUB; d) B\ A;
b) ANB; ¢) (AUB)\ (AN B);
c) A\B; f) (A\B)U(B\A).

Megoldas. a) AUB ={3,6,8,9,10,11,12,15,18}. Minden szamot csak egyszer
kell felsorolni.

b) ANB={9,12}.

c) A\B={3,6,15,18}

d) B\ A=1{810,11}.

e) (AUB)\(ANB)=1{3,6,8,10,11,15,18}

f) (A\B)U(B\A) = (AUB)\ (AN B). Ugyanaz az igazsaghalmaz, mint az e)
esetben.

9.5. Feladat. Az A és a B halmazokrol a kovetkez6t tudjuk:

ANB={12,18}

AUB=1{10,12,14,15,16,18,20}

B\ A ={15}

Sorold fol az A, a B és az A\ B halmaz elemeit!

Megoldas. A fogalomalakitas elején célszerti Venn-diagrammal szemléltetni a
meghatarozasokat.

A=1{10,12,14,16,18,20}
B={12,15,18)
A\ B=1{10,14,16,20)

U]
5]

10 14

16 20
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9.6. Feladat. Az alaphalmaz a pozitiv egész szamok halmaza.

K = {2-vel oszthat6 szamok}, H = {3-mal oszthat6 szamok}, O = {5-tel oszthato
szamok}.

frja le szavakkal és halmazmfiveleti jelekkel is az 4brdkon bevonalkazott halma-

a) | uJ
O~
N
b) U]
7S
W
”
Yavay
d)
e)
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f) U]

0

U

Megoldas. a) KNHNO. A 2-3-5=30-cal oszthat6 szamok.

b) O\(KNHNO)vagy O\ (KNH). Azok az 5-tel oszthat6 szamok, amelyek nem
oszthatok 6-tal.

c) U\ (KUHUO). Azok a szamok, amelyek sem 2-vel, sem 3-mal, sem 5-tel nem
oszthatok.

d) (HUO)\K. Azok a szamok, amelyek oszthatok 3-mal és 5-tel, de nem oszthatok
2-vel. Azaz a 3-mal és 5-tel oszthato6 paratlan szamok. (Vagyis a 15-tel oszthato
paratlan szamok.)

e) O\ K. Az 5-tel oszthato paratlan szamok.

) (ONK)U(KNH). Az 5-tel oszthat6 paros szamok és a 3-mal oszthat6 paros
szamok, vagyis a 10-zel és 6-tal oszthat6 szamok. Ez végsd soron a 30-cal oszthaté
szamokat jelenti.

9.7. Feladat. Az alaphalmaz elemei a kovetkezd négyszogek:

TG
ot

A sorszamukkal is add meg a kovetkez6 halmazok elemeit:
a) A = {trapézok}; B = {deltoidok};
Z;E;AOB;AUB;A\B;B\A;

b) H = {tengelyesen szimmetrikus}; K = {kozéppontosan szimmetrikus};

HNK; HUK; H\K; K\H; HUK; HNK
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Megoldas. a) A: azok a négyszogek, amelyeknek nincs parhuzamos oldalparjuk:
3.,9.,10.

B: Azok a négyszogek, amelyekben az egyik 4tl6 nem szimmetria tengely: {1.,2.,
4,5,8.,9.}

ANB=1{6.,7.}
AUB=({1,2,3.,4.,5.6.7.,8.,10.}
A\B={1,2,4.,5.,8.,10.)
B\A={3,10.}

b) HNK ={5.,6.,7.)

HUK ={2.,3.,4.,5.,6.,7.,10.)
H\K ={3.,4,,10.}

K\H={2)
HUK =1{1.,8.,9.}
HNK ={1,8.,9)
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9.8. Feladat. A C és a D pont tavolsaga 5 cm.
Abréazold azoknak a pontoknak a halmazat, amelyek
a) legalabb az egyik ponttdl legfeljebb 3 cm tavolsagra vannak;
b) mindkét ponttdl legfeljebb 3 cm tavolsagra vannak;
c) mindkét ponttdl legalabb 3 cm tavolsagra vannak;
d) a C ponttol legfeljebb 3 cm és a D ponttdl legalabb 3 cm tavolsagra vannak;
e) az egyik ponttdl legalabb 3 cm tavolsagra vannak, a masik ponttdl legfel-

jebb 3 cm tavolsagra vannak.

Megoldas. Ahhoz, hogy egyszertibben tudjunk valaszolni a kérdésekre, kiszi-
neztiik a sik pontjait. A C ponttdl pontosan 3 cm-re 1év6 pontokat pirosra; a
D-t8l pontosan 3 cm-re 1évS pontokat zoldre; a D-t6l legfeljebb 3 cm-re 1év6 pon-
tokat halvany zoldre; a C-tdl legfeljebb 3 cm-re 1év6 pontokat halvany pirosra;
a C-tdl és D-tdl is legfeljebb 3 cm-re 1év6 pontokat narancssargara; az ezeken
kivul es6 pontokat vilagos kékre.

92



a) A halvany pirossal és kékkel szinezett pontok, beleértve a korok vonalait azon
a részen, de nem beleértve a korok metszéspontjait.

b) A narancssarga szind pontok, beleértve a hatarol6 pontokat is.

c) A kék pontok, beleértve a korok vonalat is.

d) A halvany pirosra szinezett pontok, a piros hatarol6é pontokat nem, de a zold
hatarolopontokat (de a metszéspontokat sem) beleértve.

e) A halvany piros és a halvany zold szinfire szinezett pontok, beleértve a hatarolé

vonalait is.

9.9. Feladat.

TG

[

@

frd be a halmazabra megfelel helyére a négyszdgek sorszamat!

a) Ird az 4dbraba a kovetkezd cimkéket:

A: Négyszog,
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B: 4 tukortengelye van,
C: 1-nél tobb tukortengelye van,

D: tengelyesen szimmetrikus.

H

H

H

i

b) frd az abraba a kovetkezd cimkéket:
A: Négyszog,
B: Trapéz,
C: Deltoid,
D: Paralelogramma,
E: Téglalap.

Vonalkazd be az ures halmazt!

H
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Megoldas. a) ﬂ

b) ﬂ

9.10. Feladat. a) Mi a trapézok és a téglalapok halmazanak egyesitése?

b) Mi a trapézok halmazanak és a paralelogrammak halmazanak a kiilonb-
séghalmaza?

c) Mi a trapézok halmazanak és a téglalapok halmazanak a kiilonbséghalma-
za?

d) Mi a téglalapok halmazanak és a trapézok halmazanak a kiillonbséghalma-
za?

e) Mi a trapézok halmazanak és a téglalapok halmazanak kozos része?

f) Mi a trapézok halmazanak és a téglalapok halmazanak unioja (egyesitése)?
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Megoldas.

a) {trapézok} N {téglalapok} = {trapézok}, mert a trapézok halmazanak részhal-
maza a téglalapok halmaza.

b) {trapézok} \ {paralelogrammak}: a trapézoknak részhalmaza a paralelogram-
mak halmaza. Ha kivessziik a paralelogrammakat a trapézok halmazabol, akkor
azok a trapézok maradnak, amelyeknek nincs két par parhuzamos oldaluk. Azaz
az altalanos trapézok, a derékszogl trapézok és a hartrapézok.

c) {trapézok} \ {téglalapok} = {az Osszes olyan négyszog, amelyeknek nem egyen-
16ek a szogei}. Azaz a téglalapokat kell kivenni, annak részhalmazaval, a négyze-
tekkel egyutt.

d) Ures halmaz.
e) A téglalapok halmaza.
f) A trapézok.

9.11. Feladat. A kovetkezd allitasok kozul melyik igaz?
a) A:Van olyan deltoid, amelynek négy tukortengelye van.
b) B: Ha egy négyszognek két-két oldala egyenld, akkor az deltoid.
c) C: A tengelyesen tukros négyszogek kozéppontosan is tukrosek.
d) D:Minden tengelyesen tikros négyszog koré kor szerkeszthetd.

e) E: Minden olyan négyszog, amely koré kor szerkeszthetd, az tengelyesen
tukros.

f) F:Van olyan derékszogt trapéz, amelyik rombusz.

Megoldas. a) Igaz. A négyzetnek négy tiikortengelye van, és deltoid, mert az
atloi szimmetriatengelyek.

b) Hamis. Az altalanos paralelogrammanak két-két szemkozti oldala egyenld
hosszu, de egyik atloja sem szimmetriatengely.

c) Hamis. Az a deltoid, amely nem rombusz és nem négyzet tengelyesen tikros,
de nem tukros kozéppontosan.

d) Hamis. A deltoid koré altalaban nem szerkeszthetd kor. Kivétel a négyzet.

e) Hamis. Egy ellenpélda: @

f) Igaz. Ez a négyzet.
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9.12. Feladat. Egy iskoldban haromféle nyari tabort szerveztek. Az elsére 40, a
masodikra 16, a harmadikra 20 tanulé ment el. Volt 4 gyerek, aki mindharom
taborban részt vett és volt 8, aki legalabb két taborban vett részt.

a) Hany tanul6 vett részt 0sszesen a taborban?
b) Hany tanul6 vett részt pontosan egy taborban?
c) Hany tanul6 vett részt legalabb egy taborban?
d) Hany tanul6 vett részt legfeljebb két taborban?
Megoldas. a) Ha 0sszeadjuk az egyes taborban részt vettek szamat, akkor a

mindharom taborban résztvevéket haromszor szamoltuk, de csak egyszer kelle-
ne, ezérta 40+ 16+ 20 = 76-bdl le kell vonni a 2 -4 = 8-at.

8-an részt vettek két vagy harom taborban, azaz pontosan két taborban 4-en
voltak. Ezt is kétszer szamoltuk, igy a 4-et is le kell vonni.

40+164+20-8-4=066

b) Az egyes taborban részt vettek 0sszegébdl le kell vonni a tobb taborban részt
vettek szamat. A harom taborban részt vettek szamat haromszor, a két taborban
részt vettek szamat kétszer szamoltuk.

40+16+20-3-4-2-4=76-20=56

c) Legalabb egy taborban az vett részt, aki 1 vagy 2 vagy 3 taborban részt vett,
azaz az 0sszes résztvevd. A feladat megegyezik a a) feladattal.

d) Legteljebb két taborban azok vettek részt, akik 1 vagy 2 taborban részt vettek.

40+16+20-3-4=164
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10. Osszefoglalé feladatok (Fiilop Zsolt)

10.1. Bevezetés

A logikus gondolkodas alapjainak és a logikai miiveletekkel kapcsolatos alap-
képességek rendszerének vizsgalataban Jean Piaget munkassagat tekinthetjik
kiindulépontnak. Piaget azt a koncepciot alakitotta ki, hogy a gondolkodas fe;jls-
dése soran a mtiveletek a matematikai struktaraknak megfeleléen szervez&dnek,
ezért a logikai miveleti rendszer alapjaul a klasszikus matematikai logika alap-
miiveleteit vette. Annak ellenére, hogy a koznapi gondolkodas és a koznyelvi
logika torvényszertiségeivel foglalkozo6 kutatasok a klasszikus matematikai logi-
ka eszkoztarat ma mar nem tartjak teljes mértékben megfelelének a koznyelvi
kijelentések és a nyelvi logika formainak interpretalasara [13], kiindulasként
mégis a klasszikus logika miveleti rendszerét hasznalhatjuk fel [16].

Piaget szerint, mig a gyermeki gondolkodast a konkrét, addig a felnSttekét a
formalis mtveleti logika irja le. Az ember fejlédésében a konkrét mtveleti sza-
kaszbdl a formalisba vald atmenet 11-12 éves kor korul kovetkezik be, azonban
ezzel az atmenettel kapcsolatban csak nagyon kevés adat all a rendelkezésre.
A tanul6 ebben az életkori szakaszban a targyak helyett a fogalmakkal végez
verbalis miveleteket, és a kijelentéseken, itéleteken, allitasokon és a kozottik
1évé viszonyokon végez miiveleteket. Piaget szerint ebben az életkori szakaszban
megy at a tanul6 gondolkodasa a képi, szemléletes gondolkodasbol az elvontabb
fogalmi gondolkodasba. Mivel ez a gondolkodas torvényekre épul, és itéletek-
ben, allitasokban folyik, ezért Piaget ezt a kort az " itéletek logikajanak kora "
néven emliti. Ebben az életkorban 16 féle kettds itéletviszony épul be a tanuld
gondolkodasaba, ezért cselekvd, alkoté moédon tudja hasznalni a 16 féle logikai
fuggvényt. Ennek kialakulasat és egyensulyba jutasat tekinti Piaget a formalis
gondolkodas kezdetének. 14 éves korban a tanulok mar képesek miiveleteket vé-
gezni verbalis kijelentéseken, st hipotéziseken is. Ebben a mtiveleti szakaszban
a gondolkodas teljesen fliggetlenné valik a cselekvéstdl és elérheti a teljes fogal-
mi altalanositast, ezt hazai kutatok koziil Kelemen is megallapitja [9]. A tanuldok
ebben az életkorban elvont fogalmakkal is képesek mtiveleteket végezni és az
osszetettebb gondolkodasi mtiveletekkel is j6l boldogulnak, tehat a nyelvi - logi-
kai mtiveletrendszert cselekvd, alkoté6 modon hasznaljak. Viszont a tanulo csak a
megfelel$ ismeretrendszer birtokaban képes eljutni a fogalmi gondolkodas szint-
jére, amelyet kizarolag az iskolai tanitas soran képes elsajatitani. Nem ismerjuk
az atmenet mélységét, és azt sem, hogy az atmenet bizonyos idészakaban a kiilon-
boz6 kijelentések értelmezésében milyen logikai miveletet hasznalnak a tanulok.
Legalabb ilyen nehéz a felnéttek formalis logikai gondolkodasanak a feltérképe-
zése is. Mivel a felné6ttek a formalis miveleti szakaszt csak tobbé-kevésbé tudjak
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elsajatitani (vannak, akik soha nem jutnak el erre a szintre) nincs egy empirikus,
kézzelfoghato kritérium a felnéttek gondolkodasmodjanak elemzésére. Valoja-
ban a formalis logikai strukturak és a nyelv egymassal parhuzamosan fejlédnek,
de sok embernél még felnétt korban sem valik a logikai rendszer teljessé. Piaget
szerint a formalis miveleti szintet a formalis logika irja le, és ezen a szinten
szervezbddik egységbe a 16 kétvaltozos logikai fliggvény. Viszont nagyon nehéz
a formalis miveleti szintre valé atmenet elemzése, és annak a megallapitasa,
hogy egy bizonyos egyén milyen formalis mtiveleti szinten van. Piaget szerint 14
éves korig mar kialakul, egybeszervezddik a 16 kétvaltozds miveleti rendszer.
Ezt a megallapitast viszont nem altalanosithatjuk, mivel egyénenként az egyes
miveletek ismertsége kiilonboz8 szinvonalon van, a tanulok gondolkodésa nem
mindig a formalis logika szabalyai szerint m{ikodik, valamint jelent&s eltérések
vannak nemcsak a kilonboz6 iskolak tanuldi kozott, hanem egy adott iskolan
beliil is a nyelvi-logikai képességek vonatkozasaban.

Koznyelvi beszédiinkben és irdsunkban az elemi kifejezéseket nyelvi-logikai
miveletekkel kapcsoljuk 0ssze, igy jutunk el az olyan kijelentésekhez, amelyeket
bonyolultabb logikai mtveletekkel irhatunk le. Ez a folyamat tobbé-kevésbé
mindenkiben kialakul, de jelent8s eltéréssel: az elért szint fugg az életkortol,
a fejlettségtdl, az iskolazottsagtol, a miiveltségtdl. A mindennapi életben na-
gyon sok logikai szerkezetet, kot8szo6t hasznalunk. Viszont kiilonbozé koznyelvi
megfogalmazasokban ugyanaz a kot6sz6 mas-mas logikai miiveletet vezet be. A
koznyelvi beszéd és iras logikai szerkezete mogott fontos logikai tartalom van.
Ezért ha valaki nem ismeri, vagy nem érti meg a logikai miiveletek strukturajat,
akkor nem érti meg a kijelentések tartalmat sem, igy konnyen félreértelmezi egy
adott kijelentés igazsagtartalmat. Ezért fontos, hogy a gondolkodast, ezen beliil
a logikai miveleteket rendszeresen fejlessziik.

10.2. A formalis logika elemei — Feladatok

10.1. Feladat. Dontstik el, hogy az alabbi kijelenté mondatok koziil melyik
tekinthet6 kijelentésnek a matematikai logika szempontjabdl! Adjuk meg a
kijelentéseknek megfeleld logikai értéket is!

a) Budapest a legszebb févaros Eurdépaban.
b) Romania févarosa Bukarest.
c) Tegnap nagy hdség volt.

d) Nekeresdi Altalanos Iskola 5. a osztalyaban Béla mércius 6.-an jeles dolgo-
zatot irt matematikabol.
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e) Torold le a tablat!

f) Miért szurke az elefant?

g) A Ferencvaros szine piros-kék.
h) Végtelen sok primszam van.

i) Négy egyjegyli primszam van?
j) Ez a mondat hamis.

k) A tanuldk bizonyos mértékegységekkel mar az als6 tagozaton megismer-
nek.

I) Budapesten sziiletett 1949-ben.

m) Ok a gyarban géplakatosok voltak.

Megoldas. a) Ehhez a mondathoz mindenki sajat izlésvilaga szerint rendel igaz
vagy hamis értéket, igy nem tekinthetjiik kijelentésnek.

b) Ez a mondat kijelentés, mivel egyértelmtien hozzarendelhetjik az igaz logikai
értéket .

c) ,Tegnap nagy héség volt” mondat esetében az igazsagtartalom hozzarende-
léséhez tudnunk kellene, hogy mikor és hol hangzott el a kijelentés valamint,
hogy milyen volt ott az idGjaras a kijelentést megel6z6 napon. zen informacidk
nélkil nem tudunk igazsagértéket rendelni a mondathoz, igy nem tekinthetjuk
kijelentésnek.

d) Még az ilyen, latszolag jol korulirt kijelent6 mondatok sem mindig tekinthetSk
kijelentésnek. Ezt a mondatot csak akkor tekinthetjuk kijelentésnek, ha az illet6
osztalyban egyetlen Béla nevi tanul6 van. Ellenkezé esetben nem tudjuk, hogy
melyik Bélarol van sz6 és igy nem tekinthetd kijelentésnek.

e) Ez a mondat nem 4allitas, hanem felszo6litas, ezért nincs logikai értéke, vagyis
nem tekintjuk kijelentésnek.

f) A kérdé mondatokat nem tekintjuk kijelentésnek, ezért nincs logikai értéke.

¢) Ez a mondat matematikai szempontbdl kijelentés a logikai értéke hamis, mivel
a Ferencvaros szine zold-fehér.

h) Ez a mondat matematikai szempontbdl kijelentés és logikai értéke igaz.

i) A kérd6 mondatokat nem tekintjik kijelentésnek, ezért nincs logikai értéke
annak ellenére, hogy a kérdésben megjelend matematikai tartalomnak a logikai
értéke igaz.
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j) Ennek az allitasnak latszolag 1étezik logikai értéke. Azonban ha az 4llitas igaz,
akkor a mondatnak (az allitasnak) hamisnak kell lennie, ha az allitas hamis,
akkor a mondat igaz. Tehat egy olyan ellentmondashoz jutottunk, amelyhez
egyértelmiien nem rendelhetiink logikai értéket.

k) Ennek a kijelentésnek a logikai értéke igaz, annak ellenére, hogy a mondat-
ban szerepld , bizonyos mértékegységek” kifejezés nem hatarolja be azokat a
mértékegységeket, amelyeket a tanulok alsé tagozaton tanulnak.

I) Ez a mondat nem tekinthetd kijelentésnek, mivel nem ismerjiik az egyént, akire
az allitas vonatkozik. Megjegyezés: a hianyos kijelent6 mondatokat kijelentésnek
tekintjik, ha az illet6 mondat egy szovegkornyezetbe van agyazva és ebbdl
kiderul a hianyz6 informacio.

m) Ez a mondat sem kijelentés, mivel nem tudjuk, hogy a benne szereplé névmas
kikre vonatkozik. Amennyiben ez a mondat olyan szovegkornyezetben szerepel,
amelybdl egyértelmien kideriil, hogy mit helyettesit a személyesnévmas (O),
akkor logikai értéket rendelhetiink hozza. Tehat ebben az esetben kijelentésnek
tekinthetd.

10.2. Feladat. Dontse el, hogy az alabbi kijelentések kozul melyik egyszert
és melyik Osszetett kijelentés! Az Osszetett kijelentések esetében adjuk meg a
részkijelentéseket is!

a) A konyvtarban talalkoztam azzal a diakkal, akit a folyoson ismertem meg.
b) Andras elment a moziba és megnézte a filmet.

c) Béla allasinterjuara jelentkezett, de nem jelent meg az adott idépontban.
d) Dénesnek eszébe jutott, hogy bolcs dolog tanulni a matematikat.

e) Az asztalon van egy szamologép, de folosleges hasznalnunk, ha jol szamo-
lunk fejben.

f) Csaba sikeresen vizsgazik, és mérnok lesz, vagy kiilfoldon probal szeren-
csét.

Megoldas. a) A kijelentéseket csak akkor tekintjiik 0sszetettnek, ha tgy tudjuk
felbontani részkijelentésekre, hogy a részkijelentések mindegyike befolyasolja
a teljes kijelentés logikai értékét. A mondatot a kovetkezs egyszerti mondatta
alakithatjuk: A konyvtarban talalkoztam a folyosén megismert diakkal. Ha a fo-
lyoson megismert didkkal tényleg talalkoztam a konyvtarban, akkor a kijelentés
igaz, ha pedig nem, akkor hamis. Tehat a logikai értéket csak a teljes kijelentés
vizsgalataval donthetjiik el. Ezért annak ellenére, hogy ez a mondat nyelvta-
ni értelemben Osszetett, a matematikai logika szerint egyszerd kijelentésnek
mindsul.
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b) Ez a kijelentés egyértelmien felbonthaté két részkijelentésre, amelyeknek
kulon-kilon van logikai értéke, azaz mindketts befolyasolja az 0sszetett kijelen-
tés logikai értékét. Az osszetett kijelentés, két részkijelentése: ,,Andras elment a
moziba” és ,Andras megnézte a filmet”. (Konjunkcio, logikai és mivelet)

c) Ez a kijelentés is felbonthato két allitasra, az egyik ,Béla allasinterjura jelent-
kezett”, a masik ,Béla nem jelent meg az adott id6pontban.” Ez a két tagmondat
is kijelentést, mert igazsagérték rendelhetd hozzajuk. Az eredeti kijelentés igaz-
sagértéke pedig fuigg a két részkijelentés igazsagértékétdl. (Konjunkciod, logikai
és mivelet)

d) Bontsuk fel két részre a mondatot! ,,Dénesnek eszébe jutott,” illetve ,,Bolcs
dolog tanulni a matematikat.” Az els6é tagmondatnak nincs logikai értéke, azaz
ez a mondat nem tekinthet§ 0sszetett kijelentésnek.

e) A mondat Osszetett kijelentésnek tekinthet6 és harom részkijelentésbdl all.
Ezek a kovetkezdk: ,az asztalon van egy szamologép”, ,folosleges hasznalnunk”
és ,,jol szamolunk fejben. Mindharom résznek van logikai értéke, azaz az 6sszetett
kijelentés logikai értéke fliigg mindharom részkijelentés logikai értékétol.

f) Ebben az esetben az 0sszetett mondat megfogalmazasa nem egyértelmi és
zavart okoz a kijelentés logikai értékének értelmezése. Ez legf6képpen a vessz&k
elhelyezésének koszonhetd, mivel igy az 0sszetett mondatot kétféleképpen is
értelmezhetjuk: , Csaba sikeresen vizsgazik és mérnok is lesz, vagy kulfoldon pro-
bal szerencsét.” vagy , Csaba sikeresen vizsgazik, és emellett vagy mérnok lesz,
vagy kulfoldon probal szerencsét.” Mivel nem egyértelmi a logikai szerkezet,
ezért nem tudjuk megallapitani, hogy a részkijelentéseket mely logikai mtivele-
tek kapcsoljak dssze. Bzért nem tekinthetd dsszetett kijelentésnek. Osszefoglalva:
a kijelentéseknek egyértelmtien meghatarozott logikai szerkezettel kell rendel-
kezniiik. Célszeri az egyértelmi logikai szerkezetre torekedniink a koznyelvi
kijelentések hasznalatakor is. Fontos, hogy mondataink egyértelmtiek legyenek.
Ez a tanari tevékenység gyakorlasakor megkulonboztetett jelentéséggel bir.

10.3. Feladat. Logikai kijelentéseknek tekinthetjiik-e az alabbi allitasokat? Ha
igen, akkor mi a logikai értékiik

a) Matematikabol okos vagyok.

b) A 2022-23-as labdarug6 idény bajnoka a Ferencvaros.
c) A Hold zold szind.

d) A legjobb csapat a Fradi.

e) A majmok reptulnek.

f) A 10000 egy nagy szam.
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g) Magyarorszagnak van tengere.
h) A 81 csak a 9-nek a négyzete.

i) Andras id3sebb, mint Béla; Béla id8sebb, mint Csaba, és Csaba id8sebb,
mint Andras.

j) Hull a ho.

k) Minden téglalap négyzet.

I) Létezik olyan deltoid, ami téglalap.
m) Létezik szurke elefant?

n) Nem létezik olyan paralelogramma, amely deltoid.
0) Hazadnak rendiletlentl 1égy hive 6 magyar!

p) Egyszer volt Budan kutyavasar.

Megoldas. a) Nem kijelentés, mivel szubjektiv megitélés kérdése, hogy mit
jelent okosnak lenni matematikabol.

b) Kijelentés, mivel a mondathoz egyértelmtien igaz logikai értéket rendelhetiink.

c) Kijelentés, mivel a mondathoz egyértelmiien hamis logikai értéket rendelhe-
tunk.

d) Kijelentés, igazsagértéke a csapat aktualis bajnoksagbeli helyezésétdl fugg.
e) Kijelentés, igazsagértéke hamis.

f) Nem kijelentés, mivel a ,,nagy szam” fogalom viszonylagos, vagyis megitélés
kérdése, hogy mit tekintiink nagynak a szamok kozott.

g) Kijelentés, logikai értéke hamis.

h) Kijelentés, logikai értéke hamis, mivel a 81 nem csak a 9-nek, hanem a —9-nek
is a négyzete.

i) Kijelentés, logikai értéke hamis, mivel ellentmondasra jutunk.
j) Kijelentés, logikai értéke a helyszintdl és id6ponttdl fiigg.

k) Kijelentés. Logikai értéke hamis, mivel 1étezik olyan téglalap, ami nem négy-
zet.

I) Kijelentés. Logikai értéke igaz, mivel a négyzet olyan deltoid, amely egyben
téglalap is.

m) Nem kijelentés, mivel kérdé mondat.
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n) Kijelentés. Logikai értéke hamis, mivel létezik olyan paralelogramma, amely
deltoid is, ilyen példaul a négyzet.

0) Nem kijelentés, mivel felsz6litd6 mondat.

p) Kijelentés, a logikai értéke statisztikai adatokbdl ellenérizhet6. Amennyiben a
jol ismert népmesének hinni lehet, akkor a logikai értéke igaz.

10.4. Feladat. Az alabbi mondatok koziil melyik egyszeri és melyik Osszetett
kijelentés? Az Osszetett kijelentések esetében adjuk meg a részkijelentéseket is!

a) Andras elGvette a szemuvegét és elolvasta a feliratot.

b) A forras olyan tisztason volt, amelyet bokrok fogtak kozre.

c) A masik oldalon volt az ajt6, amely a teraszra vezetett.

d) A szoba kozepén irdasztal allt, a sarokban pedig egy allélampa.

e) Eszembe jutott, hogy van viz a kulacsban.

f) Amikor odamentem és megvizsgaltam kiderult, hogy az ajté6 nem volt

bezarva.

Megoldas. a) Osszetett kijelentés. A részkijelentések ,,Andras elévette a szem-
tvegét” és ,Andras elolvasta a feliratot”.

b) Egyszer kijelentés, amely a kovetkezSképpen irhat6 at: ,A forras egy bokrok
altal kozrefogott tisztas kozepén allt”.

c) Egyszert kijelentés, amely a kovetkezdképpen irhaté at: ,,A masik oldalon volt
a teraszra vezetd ajto”.

d) Osszetett kijelentés. A részkijelentések ,A szoba kozepén irdasztal allt” és ,A
sarokban egy all6lampa allt”.

e) Egyszert kijelentés.
f) Egyszerti kijelentés.
10.5. Feladat. Fogalmazza meg a kovetkez6 allitasok tagadasat!
a) Béla tanul.
b) Kedvelem a Ferencvarost.
c) Péter a kijelolt feladatot készitette el.
Megoldas. a) Az itélet tagadasa (negacidja) ,Béla nem tanul”, vagy ,Nem igaz,

hogy Béla tanul”, vagy hasznalhatunk tobbszoros (paratlan szamu tagadast.
Ebben az esetben a cselekvést kifejez igét tagadjuk a tanul szot.

104



Fontos kiemelni, hogy lényeges kiilonbség adodik abbol, ha a tagaddszot az dllitmany
helyett a hangsiilyos alanyhoz helyezziik. ,Nem Béla tanul” kijelentésben lényeges
kiilonbség, hogy hordoz egy eldfeltevést, amellyel az eredeti kijelentés nem rendelkezik.
Konkrétan azt, hogy valaki tanul. Tehdt az alany tagaddsa ebben az esetben nem vezet
a kijelentés tagaddsdhoz.

b) Az allitas tagadasa a ,Nem kedvelem a Ferencvarost.” Ebben az esetben is az
igei szakaszt tagadjuk.

c) Az allitas tagadasa a , Péter a kijelolt feladatot nem készitette el”, vagy ,Péter
nem a kijelolt feladatot készitette el”, vagy ,Nem igaz hogy, Péter a kijelolt
feladatot készitette el”, vagy , Tagadom, hogy nem igaz, hogy Péter nem a kijelolt
tfeladatot készitette el”,

10.6. Feladat. Tekinthet6 a ,,Némelyik szam pozitiv” kijelentés tagadasanak a
»Némelyik szam negativ” kijelentés? Valaszunkat indokoljuk!

Megoldas. A ,Némelyik szam negativ” kijelentés nem mindsul a , Némelyik

« s

hamis.

10.7. Feladat. Jelolje meg az 0sszes olyan allitasnak a betdjelét, amely tagadasa
a kovetkezé allitasnak: , Van olyan holld, amelyik fehér.”

A: Van olyan holl6, amelyik nem fehér.
B: Egyik holl6 sem fehér.
C: Minden holl6 fehér.

D: Nem minden holl6 fehér.

Megoldas. Kezdetben tekintsiik az eredeti allitas jelentését, amely szerint létezik
fehér holl6. Arrdl nincs tudomasunk, hogy a holléknak hany szazaléka fehér.
Ezért lehetséges, hogy csak egy hollo fehér, de az is megtorténhet, hogy az
osszes. Ebbdl kovetkezik, hogy az eredeti allitas akkor hamis, ha egyetlen holl6
sem fehér. Tehat a B valaszlehet6ség az, amely az eredeti allitas igazsagértéket
»megforditja”.

Egy masik modszer, hogy a ,Van olyan...” szdszerkezetet, vagyis a kvantort
tagadjuk, igy pedig a ,Nem van olyan...” kevésbé magyaros szerkezethez jutunk,
amelynek a koznyelvi szempontbdl elfogadhatébb valtozata a ,Nincs olyan hollo,
amelyik fehér” kijelentéshez vezet. Ez pedig egyenértékl az ,Egyik hollé sem
fehér” kijelentéssel, vagyis a B valaszlehetSséggel.
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10.8. Feladat. Fogalmazzuk meg a kovetkezé kijelentések tagadasat:
a) Van olyan szines ing, amelynek nincs gallérja.
b) Minden filmet lattam mar.
c) Nem félek a matematikatol.
d) Létezik olyan négyszog, amelynek belsd szogosszege nem 360°.
e) Minden érettségi feladatsorban van nehéz feladat.
f) Egyik 8-cal oszthat6 szam sem oszthatd 25-tel.
g) Barmely két egyenes metszi egymast.
h) Van olyan diak, amelyiknek minden jegye egyes.
i) A héten volt olyan nap, amikor nem esett az esé.
j) Van olyan tyuk, amely naponta tojik egy tojast.
k) Van olyan holld, amelyik nem fehér.
I) Csapat csak egy van, a Ferencvaros.

m) Van olyan kolt6, akinek minden versében van olyan versszak, amit nem
értek.

n) Minden feleletben van legalabb egy olyan mondat, amely matematikailag
nem helyes.

0) Van olyan nap, amelynek egyetlen percében sem siit a nap.

p) Nincs olyan orszag, ahol egyetlen napon sem esik az esé.

Megoldas. a) A kijelentés tagadasa: ,Nincs olyan szines ing, amelynek nincs
gallérja”. Ezzel ekvivalens a ,,Minden szines ingnek van gallérja” kijelentés, ez is
tekinthetd a kijelentés tagadasanak.

b) Ebben az esetben a kvantort tagadjuk. Tehat a kijelentés tagadasa a ,Nem
minden filmet lattam” vagy a vele ekvivalens , Van olyan film, amelyet nem
lattam” kijelentés.

c) Itt a ,nem félek” igei csoportot tagadjuk, tehat a tagadas , Félek a matematika-
tol” kijelentés.

d) Az allitas tagadasa a ,Nem létezik olyan négyszog, amelynek belsé szogosszege
nem 360°” vagy a ,Minden négyszog belsé szogosszege 360°.
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e) A kvantort tagadjuk, a kijelentés tagadasa ,,Nem minden érettségi feladatsor-
ban van nehéz feladat” vagy ,Van olyan érettségi feladatsor, amelyben nincs
nehéz feladat.”

f) Az eredeti kijelentés atfogalmazhaté , Nincs olyan 8-cal oszthat6 szam, amely
oszthat6 25-tel” alakba. fgy a tagadasa ,Van olyan 8-cal oszthaté szam, amely
oszthat6 25-tel”.

g) A kijelentés tagadasa , Létezik legalabb két egyenes, amely nem metszi egy-
mast”.

h) A kijelentés tagadasa a ,Nincs olyan diak, amelyiknek minden jegye egyes”
vagy ,Minden didknak van olyan jegye, amelyik nem egyes”.

i) A kijelentés tagaddsa ,,A héten nem volt olyan nap, amikor nem esett az es§”
vagy ,,A héten minden nap esett az es6”.

j) A kijelentés tagadasa ,Nincs olyan tyuk, amelyik naponta tojik egy tojast”.

k) A kijelentés tagadasa , Nincs olyan holl6, amelyik nem fehér” vagy ,Minden
holl6 fehér”.

I) A kijelentés tagadasa , Nem csak egy csapat van”. Ebben az esetben a Ferenc-
varost mar nem kell kiemelni. Egy masik lehetséges tagadas ,, A Ferencvaroson
kivil mas csapat is van.”

m) A kijelentés tagadasa ,Nincs olyan koltd, akinek minden versében van olyan
versszak, amit nem értek.”

n) A kijelentés tagadasa ,,Nem minden feleletben van legalabb egy olyan mondat,
amely matematikailag nem helyes” vagy , Van olyan felelet, amelyben minden
mondat matematikailag helyes”.

o) A kijelentés tagadasa ,Nincs olyan nap, amelynek egyetlen percében sem sut
anap” vagy ,Mindennap van legalabb egy olyan perc, amikor siit a nap”.

p) A kijelentés tagadasa ,Van olyan orszag, ahol egyetlen napon sem esik az es6¢”
vagy ,Minden orszagban legalabb egy napon esik az esg”.

10.9. Feladat. Jelolje meg az 0sszes olyan allitasnak a bettGjelét, amely tagada-
sa a kovetkez6 allitasnak: , A vallalatnal van olyan alkalmazott, aki nem jart
kulfoldon.”

A: A véllalat minden alkalmazottja jart kulfoldon.
B: A vallalatnal nincs olyan alkalmazott, aki jart kulfoldon.
C: A vallalatnal nincs olyan alkalmazott, aki nem jart kiilfoldon.

D: A vallalatnal van olyan alkalmazott, aki tobb napot is jart kulfoldon.
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Megoldas. A helyes valaszlehetSségek az A és a C.

10.10. Feladat. Az alabbi négy kijelentés koziil haromnak a tagadasa is megta-
lalhato a felsorolt kijelentések kozott. Melyik ez a harom kijelentés és melyiknek
mi a tagadasa?

a) Van olyan derékszogl haromszog, amelyik egyenl szara.
b) Minden derékszogli haromszog egyenlé szara.

c¢) Van olyan derékszogl haromszog, amelynek két kilonbozé hosszasagu
befogdja van.

d) Nem minden derékszogli haromszog egyenld szaru.

Megoldas. A C és D kijelentések egymassal ekvivalensek, a B pedig ezeknek a
tagadasa. Tehat a felsorolt kijelentések kozott a B, C és D azok a kijelentések,
amelyeknek a tagadasa is megtalalhato.

A B kijelentés hamis, a C és D kijelentések logikai értéke pedig igaz.

10.11. Feladat. Fogalmazzuk meg az alabbi allitasok tagadasat! Adjuk meg az
allitasok és a tagadasaik logikai értékét!

a) Minden paros szam 2-re végzodik.

b) Minden egyenl6 szart haromszognek van két egyenld szoge.

c) Van olyan 5-tel oszthato6 egész szam, amely nem nullara végzdédik.

Megoldas. a) A kijelentés tagadasa ,Nem minden paros szam végzddik 2-re”
vagy , Van olyan péros szam, amely nem 2-re végz8dik.” Az eredeti allitds hamis,

a tagadasa igaz.

b) Az allitas tagadasa ,,Nem minden egyenld szara haromszognek van két egyenld
szoge” vagy , Van olyan egyenlé szart haromszog, amelynek nincs két egyenld
szoge”. Az eredeti allitas igaz, a tagadasa hamis.

c) Az allitas tagadasa ,Nincs olyan 5-tel oszthat6 egész szam, amely nem nullara
végzddik” vagy ,,Minden 5-tel oszthato egész szam nullara végzddik”. Az eredeti
kijelentés igaz, a tagadasa hamis.

10.12. Feladat. Az alabbi kijelentések kozul melyek fejeznek ki konjunkcio6t?
Vizsgalja meg a kijelentésekben szerepld részkijelentéseket!

a) Andras és Béla elsGévesek.
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b) Andras és Béla osztalytarsak.

c) Csaba egy tanar, bar masodallasban arufeltoltéként dolgozik.

d) Dénes megbukik a vizsgan, de legalabbis elégségesnél nem kap jobb jegyet.
e) Romeo és Julia szerették egymast.

f) Szeretem a matematikat, de nem kedvelem az irodalmat.

Megoldas. a) A mondatban szerepl6 részkijelentések ,, Andras elsééves” és ,Béla
els6éves”. Az Osszetett kijelentés pontosan akkor igaz, ha a részkijelentések
igazak (és forditva, ha az 0sszetett kijelentés igaz, akkor a részkijelentések is
igazak). Ezért az Osszetett kijelentés konjunkciot fejez ki.

b) A mondatban szerepld részkijelentések ,, Andras osztalytars” és ,,Béla osztaly-
tars”. Viszont ezek a ,részkijelentések” nem hasznalhatok onalléan, tehat az
oOsszetett kijelentés nem fejez ki konjunkciot.

c) A mondatban szerepld részkijelentések ,Csaba egy tanar” és ,Csaba masodal-
lasban arufeltolt6ként dolgozik”, az osszetett kijelentés pedig konjunkciét fejez
ki.

d) A mondatban szerepld részkijelentések ,,Dénes megbukik a vizsgan” és ,,Dénes
elégségesnél nem kap jobb jegyet”. Az Osszetett kijelentés akkor is igaz lehet,
ha csak az egyik részkijelentés (Dénes megbukik a vizsgan) teljesul. Ezért az
oOsszetett kijelentés nem fejez ki konjunkciot.

e) A két ,részkijelentés” nem hasznalhat6 onalléan, ezért a kijelentés nem fejez
ki konjunkciét.

f) A mondatban szerepl6 részkijelentések ,Szeretem a matematikat” és ,Nem
kedvelem az irodalmat”. Az Osszetett kijelntés konjunkciot fejez ki.

10.13. Feladat. Tekinthet6-e a ,Béla tanul” kijelentés kett6s tagadasanak a ,Nem
Béla nem tanul” kijelentés? Valaszat indolkolja!

Megoldas. A ,Nem Béla nem tanul” kijelentés nem tekinthet$ a ,,Béla tanul”
kijelentés kettSs tagadasanak. Ez azzal magyarazhato, hogy a —(—A) alaku kije-
lentés a potlas torvénye alapjan mindig helyettesithet6 az A kijelentéssel anélkl,
hogy mondanivalonk megvaltozna. Ebben az esetben viszont a kétszeresen ta-
gadott mondat mégsem teljesen azonos jelentésii a tagadas nélkilivel, mivel
hordoz egy el6feltevést: Valaki nem tanul.

10.14. Feladat. Tekintsuk a kovetkez6 kijelentést: , A feladatot megoldhaténak
tartom.” Fogalmazzon meg olyan allitasokat, amelyek az allitas kett6s tagada-
sanak tekinthet6k. Keressen példakat haromszoros, négyszeres stb. tagadasra
is!
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Megoldas. Az allitas egyszeres tagadasa lehet A feladatot megoldhatatlannak
tartom kijelentés. Ebbdl kiindulva a kétszeres tagadas kiilonboz6 formai:

»A feladatot nem tartom megoldhatatlannak.”
»Nem igaz, hogy megoldhatatlannak tartom a feladatot.”
»,Nem tartom nem megoldhatonak a feladatot.”

A harmas tagadas a kovetkez6: ,Nem igaz, hogy nem tartom megoldhatatlannak
a feladatot.”

A négyes tagadas: ,Nem igaz, hogy nem tartom nem megoldhatatlannak a fel-
adatot.”

Megjegyzés. A tovabbi, azaz 6tszoros, hatszoros, stb. tagadasok koznyelvi meg-
fogalmazésa egyre korulményesebb, esetleg vicces fordulatokat is tartalmazhat.

10.15. Feladat. Tekinthet6-e kétszeres tagadasnak a , Nem lattam senkit.” kije-
lentés? Valaszat indokolja!

Megoldas. A kijelentés logikailag nem tekinthetd példaul a ,Lattam valakit”
kétszeres tagadasanak, mivel a kétszeresen tagadott mondat nem ekvivalens az
eredeti kijelentéssel. A magyar nyelvben talalkozhatunk olyan kétszeres (vagy
akar tobbszoros) tagadassal, amellyel a tagadas nyomatékositasat fejezzuk ki.

10.16. Feladat. Hanyszoros tagadasnak mindsul a Senki senkinek semmit nem
mondott kijelentés? Valaszat indokolja!

Megoldas. A kijelentés egyszeres tagadasnak mindsiil, annak ellenére, hogy
tobb tagado6 kvantor van a mondatban.

10.17. Feladat. Tekinthet6-e a ,Rég nem ettem ilyen finomat.” kijelentés a ,Rég
ettem ilyen finomat.” kijelentés tagadasanak? Valaszat indokolja!

Megoldas. A ,Rég nem ettem ilyen finomat.” kijelentés nem tekintheté a ..Rég
ettem ilyen finomat.” kijelentés tagadasanak, mivel mindkét kijelentés ugyanazt
jelenti. Nyelvi megkozelitésben ilyenkor f6los tagadasrol beszéliink.

10.18. Feladat. Adott a kovetkez§ kijelentés: ,Az auté megcsuszott a jégen, és
nekiment egy fanak.” Ez a kijelentés konjunkci6-e? Tanulmanyozza a mivelet
kommutativitasat! Valaszat indokolja!
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Megoldas. Az osszetett kijelentés pontosan akkor igaz, ha a részkijelentések
igazak (és forditva, ha az Osszetett kijelentés igaz, akkor a részkijelentések is iga-
zak). Ezért az 0sszetett kijelentés konjunkcio. Az egyik kijelentés: ,,megcsuszott
ajégen”, a masik: ,nekiment egy fanak”.

A konjunkcié kommutativ miivelet, és kijelentés a megforditasa: Az auté nekiment
egy fanak, miutdn megcsiiszott a jégen.

Megjegyzés. Nem életszeri a kijelentés megforditasa a kovetkezéképpen: Az
auto nekiment egy fanak, és megcsiiszott a jégen. vagy Az auto nekiment egy fanak,
mert megcstiszott a jégen.

10.19. Feladat. Adott a kovetkezd kijelentés: , A Fradi jatéka nem volt latvanyos,
csupan eredményes.” Milyen logikai mtiveletet fejez ki? Fogalmazza meg a
kijelentés megforditasat és dontse el, hogy a kijelentés kommutativ-e vagy sem!

Megoldas. A kijelentés konjunkciot fejez ki. A kijelentés megforditasa a A Fradi
jatéka eredményes volt, de nem szép. vagy A Fradi jatéka eredményes volt és
nem szép. A kijelentés kommutativ.

10.20. Feladat. Mely kijelentések ekvivalensek egymassal?
A: Senki sem ment el, aki Sanyinak hianyzott volna.

Aki elment, Sanyinak nem hianyzott.

Itt van a kutya elasva.

Aki Sanyinak hianyzott nem ment el.

Ha soha nem indulsz el, nem jutsz el sehova.

Ha valamikor elindulsz, akkor eljutsz valahova.

Q@ mm 9 0w

Ha nem jutsz el sehova, akkor el sem indulsz.

H: Ezen a helyen hantoltak el az ebet.

Megoldas. Az A — B = =B — —A 0sszefliggést a kontrapozicio torvényének,
mig az atalakitott format az eredeti kijelentés transzponaltjanak nevezziik.

F = G a kontrapozici6 torvénye alapjan.
B =D a kontrapozici6 torvénye alapjan.
A =D, ugyanaz a jelentésiik, mas megfogalmazasban.
A = B a fentiekbdl az ekvivalencia tranzitivitasa miatt.

C = H ugyanaz a jelentésiik, mas megfogalmazasban.
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10.21. Feladat. Milyen mtveletet fejez ki a vagy kot6sz6 az alabbi kijelentések-
ben?

a) Andras vagy Béla nyeri a kettejuk kozotti parbaijt.

b) On dont: alkoholt fogyaszt vagy vezet.

c) A nyari vakacioban horgaszok vagy tarazok.

d) Holnap 10 6rakor moziba megyek vagy elsétalok a Varosligetbe.
e) A Fradi vagy a Vasas lesz a bajnok.

f) Az x szam 3-mal vagy 5-tel oszthato.

g) Annat vagy Beat veszem feleségul.

h) Aldjon vagy verjen sors keze: Itt élned, halnod kell.

Megoldas. a) Kizar6 vagy (Zsegalkin mivelet), mivel csak egyikik nyerheti meg
a parbajt.

b) Osszeférhetetlenséget kifejez6 vagy (Scheffer mivelet), mivel egy harmadik
lehet6ség is fennall (se nem iszik, se nem vezet).

c) Megengedé vagy (diszjunkcid), mivel a viszonylag hosszu idintervallumban
mindkét cselekvésre sor keriilhet.

d) Kizaro6 vagy, mivel az adott id§pontban nem kertilhet sor mindkét cselekvésre.

e) Az adott helyzettdl fugg. Ha mas csapatnak mar nincs esélye (a bajnoksag
allasa alapjan), akkor Zsegalkin-mivelet. Ha pedig mas esélyes is van, akkor
Sheffer-mfivelet.

f) Megengedé vagy, mivel x lehet 15 tobbszorose is (vagyis 3-mal és 5-tel is
oszthato).

g) Az adott helyzettdl fiigg. Ha csak Anna és Bea a két lehetséges , feleségjelolt”,
akkor Zsegalkin miivelet. Ha mas lany is lehet a képben, akkor Sheffer-mtvelet.

h) Az el6zményként vagy feltételként kozolt ellentétes allitasok, lehetSségek
kozul barmelyik teljesiil, a kovetkezmény ugyanazt a logikai értéket hordozza
magaban. Ezért itt nem lényeges a ,vagy” kot6sz6 megengedd vagy kizaro jellege.
Tehat ebben az esetben nem tudunk egyértelmien logikai mtiveletet rendelni a
vagy kotészohoz.

10.22. Feladat. Mit kell tennie Andrasnak ahhoz, hogy igaza legyen? Keressiik
meg az 0sszes lehet&séget!

a) Reggel megtanulom a verset és megoldom a matematika feladatot, vagy
elolvasom a novellat.
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b) Elmegyek a Fradi meccsre, és szurkolok vagy unatkozom.
c) Nem nézem a tévét vagy nem jatszom a szamitdgépen, és alszom.
d) Reggelire vajas kenyeret és kakaot készitek, és a Kossuth radiét hallgatom.

e) Elmegyek a szureti balba és tancolok, vagy otthon maradok.

Megoldas. a) Az Osszetett kijelentés logikailag formalizalva (A A B) vV C, ahol az
elemi kijelentések:

A: Reggel megtanulom a verset.”

B: Megoldom a matematika feladatot.”

C: Elolvasom a novellat.”

A lehetséges valaszok a kovetkezdk:

— Megtanulja a verset. Megoldja a matematika feladatot. Elolvassa a novellat.

— Nem tanulja meg a verset. Megoldja a matematika feladatot. Elolvassa a novel-
lat.

— Megtanulja a verset. Nem oldja meg a matematika feladatot. Elolvassa a novel-
lat.

— Nem tanulja meg a verset. Nem oldja meg a matematika feladatot. Elolvassa a
novellat.

— Megtanulja a verset. Megoldja a matematika feladatot. Nem olvassa el a novel-
lat.

b) Az osszetett kijelentés logikailag formalizdlva A A (B Vv C), ahol az elemi kije-
lentések:

A: Elmegyek a Fradi meccsre.”

B: Szurkolok.”

C: Unatkozom.”

A lehetséges valaszok a kovetkezdk:

— Elmegy a Fradi meccsre. Szurkol. Unatkozik.

— Elmegy a Fradi meccsre. Nem szurkol. Unatkozik.
— Elmegy a Fradi meccsre. Szurkol. Nem unatkozik.

c) Az osszetett kijelentés logikailag formalizalva (=A V —=B) A C, ahol az elemi
kijelentések:

A: Nézem a tévét.”
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B: Jatszom a szamitégépen.”

C: Alszom.”

A lehetséges valaszok a kovetkezdk:

— Nem nézi a tévét. Nem jatszik a szamitogépen. Alszik.

— Nézi a tévét. Nem jatszik a szamitégépen. Alszik.

— Nem nézi a tévét. Jatszik a szamitogépen. Alszik.

Megjegyzés. A cselekvéseket nyilvanvaléan nem egyszerre végzi, hanem egy
adott id6intervallumon belil.

d) Az osszetett kijelentés logikailag formalizalva (A A B) A C, ahol az elemi kije-
lentések:

A: Reggelire vajas kenyeret készitek.”

B: Reggelire kakaot készitek.”

C: A Kossuth radiot hallgatom.”

Az egyetlen lehetséges valasz:

— Vajas kenyeret készit. Kakaot készit. A Kossuth radiot hallgatja.

e) Az osszetett kijelentés logikailag formalizalva (A A B)VC, ahol az elemi kije-
lentések:

A: Elmegyek a szuireti balba.”

B: Tancolok.”

C: Otthon maradok.”

A lehetséges valaszok a kovetkezdk:

— Elmegy a sziireti balba. Tancol. Nem marad otthon.

— Nem megy el a sziireti balba. Tancol. Otthon marad.
— Elmegy a szlreti balba. Nem tancol. Otthon marad.

— Nem megy el a sziireti balba. Nem tancol. Otthon marad.

10.23. Feladat. A De Morgan azonossagok segitségével fogalmazza at a kovetkezd
kijelentéseket:

a) Nem igaz, hogy Andras jol focizik és kosarazik.
b) Nem igaz, hogy Béla jol fest, és hegedul.

c) Nem igaz, hogy a tegnap szinhazban vagy moziban voltal.
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d) Nem vagyok okos és nem vagyok féispan.

e) Nem megyek Ausztraliadba és nem latok kengurut.

Megoldas. a) Andras nem jol focizik, vagy nem jol kosarazik.

Megjegyzés. Ebben az esetben a két elemi kijelentés Andras jol focizik, illetve
Andras jol kosarazik.

b) Béla nem jol fest, vagy nem hegediil.

Megjegyzés. Ebben az esetben a két elemi kijelentés Béla jol fest, illetve Béla
hegedul.

c) A tegnap nem voltal moziban és nem voltal szinhazban.

Vagy: A tegnap sem szinhdzban, sem pedig moziban nem voltal.

d) Okos vagyok vagy f6ispan.

e) Ausztraliaba megyek vagy kengurut latok.

10.24. Feladat. Fogalmazzak meg az allitasok tagadasat. Allapitsak meg az
allitasok és a megfelel6 tagadasok logikai értékét!
a) Minden trapéznak van parhuzamos oldalparja és minden szoge kulonbozé.

b) Van olyan deltoid, amelynek minden szoge kiillonbozé.

c) Létezik négyzet, amelynek minden oldala vagy teriilete egységnyi.

Megoldas. a) Az allitas tagadasa: ,Nem minden trapéznak van parhuzamos
oldalparja és minden szoge kilonb6z4.” Vagy ,,Van olyan trapéz, amelynek nincs
parhuzamos oldalparja vagy nem minden szoge kulonb6z48.”

Az allitas hamis, a tagadasa igaz.
b) Az allitas tagadasa: ,Nincs olyan deltoid, amelynek minden szoge kilonbo6z4.”
Az allitas hamis, a tagadasa igaz.

c) Az allitas tagadasa: ,Nincs olyan négyzet, amelynek minden oldala vagy
terulete egységnyi.” Vagy , Létezik olyan négyzet, amelynek nem minden oldala
egységnyi és terulete sem egységnyi.”

Az allitas igaz, a tagadasa hamis.

10.25. Feladat. Ertékeljiik ki a kovetkezé kijelentések logikai értékét minden
lehetséges esetben logikai tablazat segitségével:

a) Nem igaz, hogy ha Andras sokat dolgozik és keveset keres, akkor boldog.
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b) Ha a bajnokcsapat zaszlaja nem zold-fehér, akkor ostoba vagy szinvak
vagyok.

c) Moziba megyek, vagy fagyizok és nem sétalok.
d) A buszos kirandulason nem unatkozom, vagy elalszom és almodok.

e) Esik a ho, és fazom vagy szaladok.

Megoldas. a) Az elemi kijelentések:
A: Andras sokat dolgozik.”

B: Andras keveset keres.”

C: Andras boldog.”

Az Osszetett kijelentés: —=((A A B) — C).

A B C ANANB (AAB)—>C -((AAB)—C)
i i i i i h
i i h i h i
i h i h i h
i h h h i h
h i i h i h
h i h h i h
h h i h i h
h h h h i h
b) Az elemi kijelentések:

A: A bajnokcsapat zaszlaja zold-fehér.”

B: Ostoba vagyok.”

C: Szinvak vagyok.”
Az Osszetett kijelentés: =A — (BV C).

i i i h i i

i i h h i i

i h i h i i

i h h h h i

h i i i i h

h i h i i h

h h i i i h

h h h i h i

c) Az elemi kijelentések:
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A: Moziba megyek.”

B: Fagyizok.”

C: Sétalok.”

Az Osszetett kijelentés: AV (B A =C).

A B C -C BA-C AV (BA-C)
i i i h h i
i i h i i i
i h i h h i
i h h i h i
h i i h h h
h i h i i i
h h i h h h
h h h i h h
d) Az elemi kijelentések:

A: Unatkozom.”

B: Elalszom.”

C: Almodok.”
Az osszetett kijelentés: —((A A B) — C).

A B C -A BAC -AV(BAC)
i i i h i i

i i h h h h

i h i h h h

i h h h h h
h i i i i i
h i h i h i
h h i i h i

h h h i h i

e) Az elemi kijelentések:

A: Esik a ho.”

B: Fazom.”

C: Szaladok.”

Az Osszetett kijelentés: AA(BV C)
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A B C BvC AAN(BVC)
i 1 1 i 1
i i h i i
i h i i i
i h h h h
h i i i h
h i h i h
h h i i h
h h h h h

s

a) Volt konnyt feladat is, és azokat oldottam meg.

b) Minden feladat konny{ volt, és mindegyiket meg is oldottam.

c) A Ferencvaros zold-fehér, a Vasas pedig piros-kék.

d) A cukraszdaban minden siiti finom, vagy nem mindegyiket késtoltuk meg.
e) Van olyan haromszog, amelynek két tompaszoge van.

f) Minden pedagogus lelkesen tanit, és a lakbért készpénzben fizeti.

g) Van fehér macska és minden holl6 fekete.

h) Nem voltam kulfoldon vagy tengerparton, és a Balatonon nyaraltam.

Megoldas. a) Nem volt konnyt feladat, vagy azokat nem oldottam meg.

b) Nem minden feladat volt konny(, vagy nem mindegyiket oldottam meg.

c) A Ferencvaros nem zold-fehér, vagy a Vasas nem piros-kék.

d) A cukraszdaban nem minden siiti finom, és mindegyiket megkostoltuk.

e) Nincs olyan haromszog, amelynek két tompaszoge van.

f) Nem minden pedagodgus tanit lelkesen, vagy nem készpénzben fizeti a lakbért.
g) Nincs fehér macska és nem minden holl6 fekete.

h) Voltam kulfoldon és tengerparton, vagy a Balatonon nyaraltam.

10.27. Feladat. Az A, B, C és D kijelentéseknek adjon logikai értékeket tgy,
hogy a kovetkezd Osszetett kijelentések értéke hamis legyen. Keressen minél
egyszerlibb megoldast!

a) ((AANB)VC)AD
b) AVBVCVD
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c) AN(BV =A)

d) -(AAB)A(CVD)
e) (AVB)A(CVD)
f) AV (BA=A)

Megoldas. a) Elegendd, ha a D hamis. Igy az egyik legegyszer(ibb megoldas:
Aigaz, Bigaz, C igaz, D hamis.

b) Sziukséges, hogy az 0sszes kijelentés logikai értéke hamis legyen, tehat az
egyetlen megoldas: A hamis, B hamis, C hamis, D hamis.

c) A hamis, B értéke pedig tetszSleges lehet.

d) Els6 megoldas: A és B egyszerre igaz, ekkor C és D logikai értéke tetszéleges
lehet.

Masodik megoldas: C és D egyszerre hamis, ekkor A és B logikai értéke tetszdle-
ges lehet.

e) Els6é megoldas: A és B egyszerre hamis, ekkor C és D logikai értéke tetszdleges
lehet.

Misodik megoldas: C és D egyszerre hamis, ekkor A és B logikai értéke tetszole-
ges lehet.

f) Sziikséges hogy A hamis legyen, ekkor viszont —A igaz, igy B értéke hamis kell
legyen. Tehat a megoldas: A hamis és B hamis.

10.28. Feladat. Ertékeljiik igazsagtablazat segitségével a kovetkezd formulakat:
a) AN—-B
b) (AANB)V-A
c) AN(BV =A)
d) -(AAB)vVC
e) ~AN(BVC)

Megoldas. Az a)-c) alpontoknak megfelel6 megoldasokat a kovetkezé tablazat
tartalmazza:

A B -A -B AAN=-B |(AAB)V-=A |AA(BV-A)
i i h h h i i
i h h i i h h
h i i h h i h
h h i i h i h
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A d)-e) alpontoknak megfeleld megoldasokat a kovetkez6 tablazat tartalmazza:

A B C —|(A/\B) —|(A/\B)VC -A BvC —|A/\(B\/C)
i i i h i h i h
i i h h h h i h
1 h i i i h i h
i h h i i h h h
h i i i i i i i
h i h i i i i i
h h i i i i i i
h h h i i i h h

10.29. Feladat. Minden alpont esetében a kovetkezd elemi kijelentésekkel dol-
gozunk:

A: Sanyinak sikeril a dolgozata
B: Sanyi megkapja/megkapta az 6tost

frja fel logikai jelekkel a kovetkez kijelentéseket és toltsék ki az igazsagtablaza-
tukat!

a) Ha Sanyinak sikerul a dolgozata, megkapja az otost.
b) Ha Sanyinak nem sikertl a dolgozata, nem kapja meg az 6tost.
c) Ha Sanyi megkapta az otost, akkor sikerult a dolgozata.

d) Ha Sanyi nem kapta meg az 6tost, akkor nem sikeriilt a dolgozata.

Megoldas. a) Az Osszetett kijelentés: A — B.
b) Az osszetett kijelentés: =A — —B.
c) Az Osszetett kijelentés: B — A.

d) Az Osszetett kijelentés: =B — —A.

10.30. Feladat. Formalizaljdk a kovetkezd kijelentéseket! Irjak fel a kijelentések
tagadasat, és formalizaljak ezeket is!

a) Csak akkor gy6zink, ha sok edzésen vesziink részt.

b) A tudomany biztos eredményekkel szolgal, feltéve, ha jol értelmezziik a
tényeket.

¢) Kirandulni megytnk, kivéve, ha esik az esé.

d) Feltéve, hogy a jo Gton haladunk, estére odaériink.
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e) A csapat gy6z, ha tobb golt rag, mint az ellenfél.

f) A motor beindul, kivéve, ha nincs benzin a tartalyban.

Megoldas. a) Az elemi kijelentések: p: ,Gy6zink.” g: ,Sok edzésen vesziink
részt.” Az Osszetett kijelentés: g < p.

b) Az elemi kijelentések: p: ,,A tudomany biztos eredményekkel szolgal.” g: ,Jol
értelmezzuk a tényeket.” Az 0sszetett kijelentés: g — p.

c) Az eredeti kijelentéssel ekvivalens az ,,Akkor és csakis akkor megyunk ki-
randulni ha nem esik az esd.” kijelentés. Az elemi kijelentések: p: ,Kirandulni
megyunk.” g: ,Esik az es6.” Az Osszetett kijelentés: p <> —q.

d) Az elemi kijelentések: p: ,A j6 Gton haladunk.” g: ,Estére odaérunk.” Az
oOsszetett kijelentés: p — g.

e) Az elemi kijelentések: p: ,,A csapat gy6z.” g: ,,A csapat tobb gélt rug, mint az
ellenfél.” Az Osszetett kijelentés: g — p.

f) Az elemi kijelentések: p: ,A motor beindul.” g: ,A tartalyban van benzin.” Az
osszetett kijelentés: p &> —q.

10.31. Feladat. [rja fel logikai jelekkel az alabbi kijelentéseket:
a) Ha Unnepnap van, akkor a tanitas sziinetel.
b) A tanitas nem ér véget délben, pedig tinnepély vagy osztalyfénoki ora lesz.
c) Esik az es6, bar siit a Nap.
d) Ha esik az es6 és suit a nap, akkor szivarvany van.
e) A Ferencvaros bajnok lesz, ha a legjobb csapat végez az els6 helyen.

f) Ha idejében felébredek, akkor elérem a buszt, és megérkezem nyolc drara.

Megoldas. a) Az elemi kijelentések: p: ,Unnepnap van.” q: ,A tanités sztinetel.”
Az Osszetett kijelentés: p — g

)

b) Az elemi kijelentések: p: , A tanitas véget ér délben.” q: ,Unnepély lesz.’
r:,,Osztalyfénoki ora lesz”. Az Osszetett kijelentés: —p A (q V r).

c) Az elemi kijelentések: p: , Esik az es8.” g: ,Siit a nap.” Az Osszetett kijelentés:
pAg.

d) Az elemi kijelentések: p: ,Esik az es6.” g: ,Sut a nap.” r: ,,Szivarvany van.” Az
oOsszetett kijelentés: (p Agq) — 1.

e) Az elemi kijelentések: p: ,,A Ferencvaros bajnok lesz.” g: ,,A legjobb csapat
végez az els6 helyen.” Az Osszetett kijelentés: g — p.
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f) Az elemi kijelentések: p: ,Idejében felébredek.” g: ,Elérem a buszt.” r: ,Megér-
kezem nyolc 6rara.” Az osszetett kijelentés: (p — g) A r

10.32. Feladat. Alakitsak implikaciéva, a megfelelé miveleti tulajdonsagok
felhasznalasaval, a kovetkez6 kijelentéseket! Fogalmazzak meg a Ha.. ., akkor...
kotdszavak hasznalataval!

a) Vagy alszanak, vagy suketek.
b) Vagy elment, vagy nyitva van az ajto.
c) Vagy nyitva van az ablak, vagy nincsenek itthon.
d) Vagy nem férfi volt a tettes, vagy Andras volt az.
Megoldas. a) Az elemi kijelentések: p: ,Alszanak.” g: ,Stiketek.” Ap - g=-pV

g azonossagbodl kiindulva az eredeti kijelentés implikaciot tartalmazé alakban
felirva: ,Ha nem alszanak, akkor stiketek.”

Megjegyzés. Mivel a kizaré vagy kommutativ, ezért a kovetkez§ atalakitas is
helyes: ,,Ha nem stiiketek, akkor alszanak.”

b) Az atalakitott kijelentés: Ha nem ment el, akkor nyitva van az ajté vagy Ha
nincs nyitva az ajtd, akkor elment.

c) Az atalakitott kijelentés: Ha nincs nyitva az ablak, akkor nincsenek itthon
vagy Ha itthon vannak, akkor nyitva van az ablak.

d) Az atalakitott kijelentés: Ha férfi volt a tettes, akkor Andras volt az vagy Ha
nem Andras volt, akkor nem férfi volt a tettes.

10.33. Feladat. Dontstik el az allitasok és a megforditasuk logikai értékét:
a) Ha egy négyszog atloi felezik egymast, akkor az paralelogramma.

b) Ha egy haromszog sulypontja a haromszogon kiviilre esik, akkor a magas-
sagvonalai egy pontban metszik egymast.

c) Ha egy fuggvénynek van zérushelye, akkor grafikonja metszi az y tengelyt.

d) Ha egy természetes szam oszthato 5-tel, akkor oszthat6 15-tel is.
Megoldas. a) Az allitas megforditasa: ,, Ha egy négyszog paralelogramma, akkor
atloi felezik egymast.” Az allitas igaz, a megforditasa is igaz.

b) Az allitas megforditasa: ,Ha egy haromszog magassagvonalai egy pontban
metszik egymast, akkor a stlypontja a haromszogon kivilre esik.” Az allitas
igaz, a megforditasa hamis.
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c) Az allitas megforditasa: ,Ha egy fliggvény grafikonja metszi az y tengelyt,
akkor van zérushelye.” Az allitas hamis, a megforditasa is hamis.

d) Az allitas megforditasa: ,Ha egy szam oszthat6 15-tel, akkor oszthat6 5-tel is.”
Az allitas hamis, a megforditasa igaz.

10.34. Feladat. Fogalmazza at a kovetkezd kijelentéseket a kontrapozicid torveé-
nyének segitségével!

a) Ha egy négyszog paralelogramma, akkor egyuttal rombusz is.
b) Ha suit a nap, nem latszanak a csillagok.

c) Ha egy szam nullara végzdédik, akkor oszthato 5-tel.

d) Ha nem faj a szél, nem forog a dorozsmai szélmalom.

e) Ha egy asszony a vejével tarsalog, akkor méltatlankodik.

Megoldas. a) ,Ha egy négyszog nem rombusz, akkor nem is paralelogramma.”
b) ,Ha latszanak a csillagok, akkor nem siit a nap.”

c) ,Ha egy szam nem oszthat6 5-tel, akkor nem nullara végzédik.”

d) ,Ha forog a dorozsmai szélmalom, akkor fj a szél.”

e) ,Ha egy asszony nem méltatlankodik, akkor nem a vejével tarsalog.”

10.35. Feladat. Irjik fel logikai mtveletekkel a kovetkezd kijelentéseket. A
miuveleti tulajdonsagok alapjan fogalmazzanak meg ezekkel a kijelentésekkel
ekvivalens kijelentéseket is:

a) Ha egy szam oszthat6 10-zel, akkor az utols6 szamjegye 0, és ha az utolso
szamjegye 0, akkor oszthat6 10-zel.

b) Ha nyerek a lottén, akkor elmegyek Hajduszoboszléra, ha pedig nem nye-
rek, akkor nem megyek el.

c) Ha Péter nem kap egyest, akkor megdicsérik, de ha egyest kap, akkor nem.
d) Andras akkor és csak akkor késik el a szinhazbdl, ha el6tte tiszni megy.

e) Akkor és csak akkor lesz kemény a tél, ha az indianok egész nyaron gytjtik
a fat.

f) Andras vagy elkésett a szinhazbdl, vagy nem volt Gszni.
g) Akkor és csak akkor nem tancolnak, ha nem szdl a zene.

h) A Ferencvaros akkor és csakis akkor lesz bajnok, ha nem kap ki a Kecske-
méttdl.
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Megoldas. a) Az elemi kijelentések: A: , Egy szam oszthato 10-zel.” B: ,,A szam
utolsé szamjegye 0.”
(A>B)A(B— A)

)

b) Az elemi kijelentések: A: ,Nyerek a lotton.” B: ,Elmegyek Hajduszoboszlora.’

(A— B)A (=B — -A)

c) Az elemi kijelentések: A: ,Péter egyest kap.” B: ,,Pétert megdicsérik.”

(A — B)A (A — —B)

d) Az elemi kijelentések: A: ,,Andras elkésik a szinhazbdl.” B: ,,Andras el6adas
el6tt tszni megy.”
A< B

e) Az elemi kijelentések: A: ,,Kemény lesz a tél.” B: ,Az indianok egész nyaron
gytjtik a fat.”
A< B

f) Az elemi kijelentések: A: , A Ferencvaros bajnok lesz.” B: ,A Ferencvaros kikap
a Kecskeméttdl.”
A <~ —|B

10.36. Feladat. Igazoljuk igazsagtablazattal, hogy:
a) A->B=-AVB
b) Ao B=(A—>B)A(B— A)
c) A->B=-B—-A
d (A->B)-»C=(-A—->C)A(B—>C)

Megoldas. a)

A B -A A—B -AVB
i [i |h i i
i |h |h h h
h |i 1 i i
h |h |i i i
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~

A |B |[A-B/B>A |(A—>B)A(B—A) |A<B

i i i i i

i |h |h i h h

h |i |i h h h

h |h |i i i i

c)

A B —-A|-B|A—>B|-B—-A

i i |h |(h [i i

i |h |h [i |h h

h [i [i |h |i i

h |h [i |i |i i

d)

A |B |C |[A-B|(A—>B)—»C|-A—>C |[B>C|(-FA—>C)A(B—>C)
i i i i i i i
i i |h |i h i h h
i |h |i |h i i i i
i |h |h |h i i i i
h [i [i i i i i i
h |[i |h |i h h h h
h |h [i i i i i i
h |h |h |i h h i h

10.37. Feladat. Tekintsiik a kovetkezd kijelentéseket:
A: Esik az es6
B: Fuj a szél
C: Jol feloltozom.
frjak fel logikai miiveletekkel a kovetkezs kijelentéseket:
a) Ha esik az esd, akkor f0j a szél.
b) Ha f0j a szél, akkor esik az esé.
c) Akkor és csak akkor fij a szél, ha jol feloltozom.
d) Ha jol feloltozom és esik az esd, akkor faj a szél.
e) Ha nem esik az es§, akkor jol feloltozom és f4j a szél.

f) Nem igaz, hogy ha fij a szél, akkor jol feloltozom.
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g) Nem igaz, hogy esik az esé és fj a szél.

h) Nem 0ltozom fel, és nem esik az es6 vagy fuj a szél.

Megoldas. a) A— B
b)B— A

¢) B C
d)(CANA)— B

e) A — (C AB)

) ~(B—C)

g) - (AAB)

h) -C A(=AV B)
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